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Teorema 1. Sejam u1, u2 . . . : [a, b] → R diferenciáveis. Seja u : [a, b] → R definida por

u(x) =
∞

∑
n=0

un(x).

Se
∣

∣

∣

∣

dun

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

≤ an, n = 1, 2, . . .

para x ∈ [a, b] e
∞

∑
n=0

an < ∞,

então
du
dx

(x) =
∞

∑
n=1

dun

dx
(x),

para x ∈ [a, b].
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Demonstração. Seja ε > 0. Sejam

g(x) =
∞

∑
n=1

dun

dx
(x).

SN(x) =
N

∑
n=1

un(x)

qN(x, h) =
SN(x)− SN(x + h)

h

q(x, h) =
u(x)− u(x + h)

h
.

Existe N0 ∈ N tal que M, N > N0 implica
N

∑
n=M

an <
ε

3
. Então

|S′N(x)− S′M(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

N

∑
n=M

dun

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
N

∑
n=M

∣

∣

∣

∣

dun

dx
(x)

∣

∣

∣

∣

≤
N

∑
n=M

an <
ε

3
, (1)

para todo x ∈ [a, b]. Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito
obtemos

|S′N(x)− g(x)| ≤
ε

3
. (2)

Sejam M, N > N0. Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a SN(x) − SM(x) e por (1)
obtemos que existe ξ entre x e x + h tal que

|qN(x, h)− qM(x, h)| = |S′N(ξ) − S′M(ξ)| <
ε

3
.

Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito obtemos

|qN(x, h)− q(x, h)| ≤
ε

3
, para todo h tal que x + h ∈ [a, b]. (3)

Como lim
h→0

qN(x, h) = S′N(x), existe δ > 0 tal que 0 < h < δ implica que

|qN(x, h)− S′N(x)| <
ε

3
(4)

De (3), (4) e (2) segue-se que

|q(x, h)− g(x)|

≤ |q(x, h)− qN(x, h)|+ |qN(x, h)− S′N(x)|+ |S′N(x)− g(x)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
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Teorema 2. Sejam u1, u2 . . . : [a, b] → R. Seja u : [a, b] → R definida por

u(x) =
∞

∑
n=0

un(x).

Se
|un(x)| ≤ an, n = 1, 2, . . .

para x ∈ [a, b] e
∞

∑
n=0

an < ∞,

então

lim
x→x0

u(x) =
∞

∑
n=1

lim
x→x0

un(x),

para x0 ∈ [a, b] tal que existam lim
x→x0

un(x).
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Demonstração. Seja ε > 0. Sejam

SN(x) =
N

∑
n=1

un(x)

Ln = lim
x→x0

un(x)

S̃N =
N

∑
n=1

Ln

Existe L =
∞

∑
n=1

Ln, pois |Ln| ≤ an e
∞

∑
n=1

an < ∞.

Logo existe N0 ∈ N tal que para N > N0 temos que

|L − S̃N | = |L −
N

∑
n=1

Ln| <
ε

3
. (5)

Também existe N1 ∈ N tal que M, N > N1 implica
N

∑
n=M

an <
ε

3
. Então

|SN(x)− SM(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

N

∑
n=M

un(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
N

∑
n=M

|un(x)| ≤
N

∑
n=M

an <
ε

3
, (6)

para todo x ∈ [a, b]. Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito
obtemos

|SN(x)− u(x)| <
ε

3
, para todo x ∈ [a, b]. (7)

Seja N > max{N0, N1}. Como lim
x→x0

SN(x) = S̃N, então existe δ > 0 tal que para

|x − x0| < δ,
|S̃N − SN(x)| <

ε

3
(8)

De (5), (8) e (6) segue-se que

|L − u(x)| ≤ |L − S̃N |+ |S̃N − SN(x)|+ |SN(x)− u(x)| <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
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Exemplo 1. Vamos mostrar que a série

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cnun(x, t) =
∞

∑
n=1

cn sen
nπx

L
e−

α2n2π2

L2 t. (9)

com coeficientes dados por

cn =
2
L

∫ L

0
f (x) sen

nπx
L

dx, n = 1, 2, 3 . . . (10)

para uma função f : [0, L] → R contínua por partes, tal que a sua derivada também é
contínua por partes, satisfaz a equação do calor.

Como cada termo da série satisfaz a equação do calor, basta provarmos que pode-
mos passar as derivadas para dentro do sinal de somatório. Isto decorre da aplicação
do Teorema 1 na página 1 usando o fato de que

∣

∣

∣

∣

cn
∂un

∂t
(x, t)

∣

∣

∣

∣

≤ M
α2n2π2

L2 e−
α2n2π2

L2 t1

∣

∣

∣

∣

cn
∂un

∂x
(x, t)

∣

∣

∣

∣

≤ M
nπ

L
e−

α2n2π2

L2 t1

∣

∣

∣

∣

cn
∂2un

∂x2 (x, t)
∣

∣

∣

∣

≤ M
n2π2

L2 e−
α2n2π2

L2 t1

para M = 2
L

∫ L
0 | f (x)|dx, 0 < t1 ≤ t ≤ t2, 0 < x1 ≤ x ≤ x2 < L, n = 1, 2, 3, . . . e que

∞

∑
n=1

α2n2π2

L2 e−
α2n2π2

L2 t1
< ∞,

∞

∑
n=1

nπ

L
e−

α2n2π2

L2 t1
< ∞,

∞

∑
n=1

n2π2

L2 e−
α2n2π2

L2 t1
< ∞.

Decorre da aplicação do Teorema 2 na página 3, usando o fato de que

|cnun(x, t)| ≤ Me−
α2n2π2

L2 t1

para 0 < t1 ≤ t ≤ t2, n = 1, 2, 3, . . . e

∞

∑
n=1

e−
α2n2π2

L2 t1
< ∞,
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que

lim
t→∞

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cn

(

lim
t→∞

un(x, t)
)

= 0, para x ∈ [0, L].

Exemplo 2. Vamos mostrar que a série

u(x, y) =
∞

∑
n=1

cnun(x, y) =
∞

∑
n=1

cn sen
nπy

b
senh

nπx
b

. (11)

com coeficientes dados por

cn senh
nπa

b
=

2
b

∫ b

0
k(y) sen

nπy
b

dy, n = 1, 2, 3 . . . (12)

para uma função k : [0, b] → R contínua por partes tal que a sua derivada k′ também
seja contínua por partes, é solução da equação de Laplace.

Cada termo da série satisfaz a equação de Laplace. Basta provarmos que podemos
passar as derivadas para dentro do sinal de somatório. Isto decorre da aplicação do
Teorema 1 na página 1 usando o fato de que

∣

∣

∣

∣

cn
∂un

∂x
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ M
nπ

b
e−

nπ(a−x1)
b

1− e−
2πa

b

∣

∣

∣

∣

cn
∂2un

∂x2 (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ M
n2π2

b2
e−

nπ(a−x1)
b

1− e−
2πa

b

∣

∣

∣

∣

cn
∂un

∂y
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ M
nπ

b
e−

nπ(a−x1)
b

1− e−
2πa

b

∣

∣

∣

∣

cn
∂2un

∂y2 (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ M
n2π2

b2
e−

nπ(a−x1)
b

1− e−
2πa

b

para M = 2
b

∫ b
0 |k(y)|dy, 0 < x1 ≤ x ≤ x2 < a, 0 < y1 ≤ y ≤ y2 < b, n = 1, 2, 3, . . . e

∞

∑
n=1

nπ

b
e−

nπ(a−x1)
b < ∞,

∞

∑
n=1

n2π2

b2 e−
nπ(a−x1)

b < ∞.
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