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Exercicios sobre
Mudancas de Variaveis em Equacoes de 2* Ordem

1. Resolva as equagoes abaixo fazendo a substituicao v = y/'.
a) 2y + 2ty =1,t>0
b) y” + ( ) =0

(c) ty

(d) 14z )y” + 2zy' = 2273

2. Resolva as equagoes abaixo fazendo a substituicao v = y/'.

a) yy' + (y)°

(a) 0
(b) v +y(y')’ =0
)
)y

(c) ¥’y —y =0
(d) ¥ =)+
3. Resolva as equagoes abaixo fazendo a substituigao ¢t = Inx.
(a) 2y” +4xy' +2y =0
(b) 2%y —3zy' +4y =0
(c) 2”+3my +5y=0



Solucao

1. (a) 2y + 2ty =1
Fazendo 3/ = v

2 4+ 2tv =1
Dividindo-se por t2
- 2 1
v+ v = —.
t 2

d
— (%) =
dt ( U)
Integrando-se obtemos
to(t) =t +c
Logo
dy 1 ¢
Lyt =+ =
dt v(t) t + 12
Integrando-se
1
y(t) =Int + n + co.

(b) "+ (¥)* =0
Fazendo 3/ = v

Logo

Integrando-se
y(t) =In|t + 1| + e



(C) ty// — y/
Fazendo 3/ = v

Logo

Integrando-se

(d) Fazendo ¢y = v

(1+ 2% + 220 = 2273
Dividindo-se por 1 + 2

, 2z 2

v 1+x2v:x3(1—|—x2)'

2z
Multiplicando-se a equagao por pu(z) = el Tl — 1 4 42,

d 2
Integrando-se obtemos
1+42° _ !
(1+2°)v(x) = —sta
Logo
dy (2) 1 c1
dx (14+22)x2 1+ a2
1 A B Cx+D



2.

—1 = Az(1 + 2% + B(1+2%) + (Cz + D)a?
Substituindo-se = 0 obtemos B = —1. Comparando-se os termos de grau 2
obtemos 0 = B+ D ou D = 1. Comparando-se os termos de grau 1 obtemos
0 = A. Comparando-se ou termos de grau 3 obtemos 0 = A+ C ou C = 0.
Assim,

Lo 1 11 . .
Ty T T B T iy Ty et

E a solucao da equacao é

1
y(r) = — 4 ¢y arctan x + 5.
x

(a) yy"+ () =0

v = / I/_@_Ud/u
Y T a T Yy
d
yvd—Z—l—vz:O

ou

ldv 1
vdy —y
d 1
)=~
Injv| =—Inly| + ¢
In|vy| =&
vy = ¢
Logo
dy cy
—_— =y = —
dt Y
dy
— =
ydt 1



A solugao é dada implicitamente por

2

Y
E:Cﬂf‘i‘CQ
(b) ¥ +y(y)* =0
oy dv dv
v=y Y= Ty
dv 3
v@—i—yv =

ou

Logo

A solugao é dada implicitamente por

3

%+cly:2t+02



(C) y2y// _ y/ —

ou

Logo

lay—1+1dy
g cay—1 dt N

1 1 dy
— (1 = =1
cl< +cly—1) dt

d

1 dy
el -1 1) 22 =
(v Sy —1) 2 =,

A solugao é dada implicitamente por

1
y+c—ln|c1y—1|:clt+02
1

(d) v =) +v
y , o, du dv
= = -_— U—
Y at ~ dy
d
vd—v =03+ o
Y



d
v=0 ou —U:v2+1
dy

v=0 = ylt)=q
ou
Z_Z:UZ+1
1 dv
v2+1d_y:
d dv

— arctanv— = 1
dvarcanvdy

— arctanv = 1
dyarc anv

arctanv =y + ¢

v =tan(y + c1)
d
d_i = tan(y + ¢1)

d
cotan(y + Cl)d_i =1

/cotan(y+cl)dy = /w

dy =1
sen(y 1) y=In|sen(y +c1)|+C

d d
d—yln|sen(y+cl) Y1

%Z

d
—In|sen(y+¢c1)| =1
o] sen(y + 1)
Integrando-se
In|sen(y + )| =t + Cy
sen(y + c¢1) = coe
3. A substituigao ¢ = In x transforma a equagao de Euler
&y e 0
r*— +br—+cy=
dz? dr Y
numa equagao linear com coeficientes constantes.
dy dydt 1dy
de  dtdx xdt

7



d2yid dy\ ldy 1d [dy
%—a(@ - ?&W@(@)
_ldy  1d [dy\ dt
- TZa m(a)—x

- ldy 1d%

a2 ae

Substituindo-se na equacao de Euler obtemos a equacao linear com coeficientes

constantes

d? d
d—t§+(b—1)d—i+cy:0.
(a) z%y" + 4zy' + 2y = 0 Fazendo t = Inx a equacao se transforma em
d’y | Ldy
— +3— +2y=0.
az " a Y

Equagao caracteristica
P 4+3r+2=0&7r=-2 -1

Solucao geral:

y(x) = c1e 2T Lo — 02 o]

(b) z%y" — 32y’ + 4y = 0 Fazendo ¢t = Inx a equacao se transforma em
d’y  dy
ST 4% 4y —o.
TP T
Equagao caracteristica
P —dr+4=0r=2

Solugao geral:

y(x) = c1*™ + ™" Inx = c2? + o’ Inw

(c) 2%y” + 3xy’ + 5y = 0 Fazendo t = Inz a equagao se transforma em

d’y dy

— 42— +5y=0.

az " Ta Y
Equagao caracteristica

P42 +5=0&r=—1+2
Solugao geral:
y(r) = cre"™"cos(2Inz) + cee” ™" sen(21In x)

= ¢z cos(2Inz) + oz sen(2In )



