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Resolva as equações abaixo:

1. y′′ + y = cosec t

2. y′′ − y = (1 + e−t)−2

3. y′′ + 4 y = 2 sen(2t) + t

4. y′′ + 2y = et + 2
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Solução

1. Equação caracteŕıstica: r2 + 1 = 0 ⇔ r = ±i.
Solução geral da equação homogênea: y(t) = c1 cos t + c2 sen t.
Vamos procurar uma solução particular da forma

yp(t) = u1(t) cos t + u2(t) sen t (1)

com a condição de que

y′p(t) = −u1(t) sen t + u2(t) cos t

ou equivalentemente
(cos t)u′

1(t) + (sen t)u′

2(t) = 0 (2)

Substituindo-se yp(t), y
′

p(t) na equação obtemos

− (sen t)u′

1(t) + (cos t)u′

2(t) = cosec t (3)

Resolvendo o sistema linear AX = B formado por (2) e (3) obtemos

[

u′

1(t)
u′

2(t)

]

= X = A−1B

=
1

det(A)

[

d −b
−c a

]

B

=

[

cos t − sen t
sen t cos t

] [

0
cosec t

]

=

[

−1
cotg t

]

Assim

u1(t) = −
∫

1 dt = −t + c2, u2(t) =

∫

cos t

sen t
dt = ln | sen t|+ c1.

Tomando c1 = 0 e c2 = 0 e substituindo-se em (1) obtemos a solução particular

yp(t) = (ln | sen t|) sen t− t cos t.

Portanto a solução geral da equação é

y(t) = (ln | sen t|) sen t− t cos t + c1 cos t + c2 sen t.
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2. Equação caracteŕıstica: r2 − 1 = 0 ⇔ r = ±1.
Solução geral da equação homogênea: y(t) = c1e

t + c2e
−t.

Vamos procurar uma solução particular da forma

yp(t) = u1(t)e
t + u2(t)e

−t (4)

com a condição de que
y′p(t) = u1(t)e

t − u2(t)e
−t

ou equivalentemente
etu′

1(t) + e−tu′

2(t) = 0 (5)

Substituindo-se yp(t), y
′

p(t) na equação obtemos

etu′

1(t)− e−tu′

2(t) = (1 + e−t)−2 (6)

Resolvendo o sistema linear AX = B formado por (5) e (6) obtemos

[

u′

1(t)
u′

2(t)

]

= X = A−1B

=
1

det(A)

[

d −b
−c a

]

B

= −1

2

[

−e−t −e−t

−et et

] [

0
(1 + e−t)−2

]

= −1

2

[

− e−t

(1+e−t)2

et

(1+e−t)2

]

Assim

u1(t) =

∫

e−t

2(1 + e−t)2
dt =

1

2(1 + e−t)
+ c1,

u2(t) = −
∫

et

2(1 + e−t)2
dt = −

∫

e3t

2(et + 1)2
dt

Fazendo u = et + 1, então

u2(t) = −1

2

∫

(1− u)2

2u2
du = −1

2

∫

(
1

u2
− 2

u
+1)du =

1

2(1 + et)
+ln(1+et)−1 + et

2
+c2

Tomando c1 = 0 e c2 = 0 e substituindo-se em (4) obtemos a solução particular

yp(t) =
et

2(1 + e−t)
+

e−t

2(1 + et)
+ e−t ln(1 + et)− 1 + e−t

2
.
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Portanto a solução geral da equação é

y(t) =
et

2(1 + e−t)
+

e−t

2(1 + et)
+ e−t ln(1 + et)− 1 + e−t

2
+ c1e

t + c2e
−t.

3. Eq. caracteŕıstica: r2 + 4 = 0 ⇔ r = ±2i.

Sol. geral da eq. homog.: y(t) = c1 cos(2t) + c2 sen(2t)

Sol. particular da forma yp(t) = t[A cos(2t) + B sen(2t)] + C + Dt.

y′p(t) = A cos(2t) + B sen(2t) + t[−2A sen(2t) + 2B cos(2t)] + D

y′′p(t) = (−4At + 4B) cos(2t) + (−4Bt− 4A) sen(2t)

Substituindo-se na equação

(−4At+4B) cos(2t)+ (−4Bt−4A) sen(2t)+4t[A cos(2t)+B sen(2t)]+4C +4Dt =
2 sen(2t) + t
[−4At + 4B + 4At] cos(2t) + [−4Bt− 4A + 4Bt] sen(2t) + 4C + 4Dt = 2 sen(2t) + t







4B = 0
−4A = 2

4C + 4Dt = t

Obtemos A = −1/2, B = 0, C = 0, D = 1/4. Assim a solução geral da equação é

y(t) = c1 cos(2t) + c2 sen(2t)− t

2
cos(2t) +

1

4
t

4. Eq. caracteŕıstica: r2 + 2 = 0 ⇔ r = ±
√

2i.

Sol. geral da eq. homog.: y(t) = c1 cos(
√

2t) + c2 sen(
√

2t)

Sol. particular da forma yp(t) = Aet + B.

y′p(t) = Aet

y′′p(t) = Aet

Substituindo-se na equação

Aet + 2(Aet + B) = et + 2
3Aet + 2B = et + 2

{

3A = 1
2B = 2

Obtemos A = 1/3, B = 1. Assim a solução geral da equação é

y(t) = c1 cos(
√

2t) + c2 sen(
√

2t) +
1

3
et + 1
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