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Exercicios Complementares sobre Transformada de Laplace

1. Mostre que se f(t) é seccionalmente continua e existem k£ > 0 e M > 0 tais que
|f(t)] < Me™,  para todo t > 0,

entao existe a transformada de Laplace de f(t), L(f)(s) = F(s), definida para s > k
e além disso

SILIEO L(f)(s) = 0.

2. Mostre que f(t) = e!” nio tem transformada de Laplace.

3. (Fungdo Gama) A fungao gama é definida pela integral imprépria

L(p) = / tP~tet'dt, para p > 0.
0

(a) Mostre que I'(p + 1) = pI'(p), para p > 0.
(b) Mostre que I'(n + 1) = n!, paran =1,2,3,...

Fip+1)

(c) Seja p > —1. Mostre que L(t?)(s) = il paras > 0.

1
(d) Usando o fato de que F(i) = /7, mostre que

£7(s) = [T e 2020 = 20

4. (Derivada da transformada de Laplace) E possivel mostrar que se f(t) ¢ admissivel,
isto é, f(t) é seccionalmente continua e existem k& > 0 e M > 0 tais que

|f(t)] < Me™,  para todo t > 0,

entao
F@:%aﬂ@=A &=ty



(a) Mostre que F'(s) = L(—tf(t))(s).
(b) Mostre que F™ (s) = L((—t)"f(t))(s).

(c) Use o item anterior para calcular £(¢*sen at)(s).



Solucao

00 00 M
L5 et a)an] < e F(0)de < 0 e Pt = o para s> &

Logo L(f)(s) = F(s) estd definida para s > k e além disso
limg . F(s) = 0.

2. Para s > 0 temos que a reta tangente a pardbola y(t) = t* — st em t =

y(t) = st — s* e assim

T T

. _ 2_
lim stet” dt = lim et st dt
T—o0 T—o0
0 0
T . , T
> lim eSS dt > e lim eStdt =
T—o0 0 T—o00 0

Logo f(t) = e ndo tem transformada de Laplace.

3. (a) Usando integracdo por partes temos que

[e.e]

Flp+1) = / e " aPdr = —aPe””
0

+ p/ e~ P dx
0

= pl'(p).
pois lim,_,,, zPe™™ = 0.
(b) '(n+1)=n'(n)=n(n—-1)---T'1)=n(n—1)---1 =nl

(¢) Fazendo a mudanga de varidveis x = st obtemos que
L(t")(s) = / e S Pdt =
0
1 o r
= / e TP e = (p)
0

gp+1

t—l/z)(s) _ /2 _ /«

= iz =
£1/2(s ri/2)  3T0/2) &

$3/2 T g3/2 T 2g3/2°
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4. (a) F
() FW = L)) = 0°° *Stf( Mt = [ (—t)re (1)
LI(=t)"f()(s)-
(c) L(—tsenat)(s) = F'(s) = _(3224152)2'
L(t*senat)(s) = F"(s) = % para s > 0.

) =
'(s) = ZL(F)(s) = [i~ dhe ' f()dt = [7(=t)e ™ f(t)dt = L(~tf(1))(s)-
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