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Exerćıcios Complementares sobre Transformada de Laplace

1. Mostre que se f(t) é seccionalmente cont́ınua e existem k > 0 e M > 0 tais que

|f(t)| ≤Mekt, para todo t > 0,

então existe a transformada de Laplace de f(t), L(f)(s) = F (s), definida para s > k
e além disso

lim
s→∞
L(f)(s) = 0.

2. Mostre que f(t) = et
2

não tem transformada de Laplace.

3. (Função Gama) A função gama é definida pela integral imprópria

Γ(p) =

∫ ∞
0

tp−1e−tdt, para p > 0.

(a) Mostre que Γ(p+ 1) = pΓ(p), para p > 0.

(b) Mostre que Γ(n+ 1) = n!, para n = 1, 2, 3, . . .

(c) Seja p > −1. Mostre que L(tp)(s) =
Γ(p+ 1)

sp+1
, para s > 0.

(d) Usando o fato de que Γ(
1

2
) =
√
π, mostre que

L(t−1/2)(s) =

√
π

s
e L(t1/2)(s) =

√
π

2s3/2
.

4. (Derivada da transformada de Laplace) É posśıvel mostrar que se f(t) é admisśıvel,
isto é, f(t) é seccionalmente cont́ınua e existem k > 0 e M > 0 tais que

|f(t)| ≤Mekt, para todo t > 0,

então

F ′(s) =
d

ds
L(f)(s) =

∫ ∞
0

d

ds
e−stf(t)dt.
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(a) Mostre que F ′(s) = L(−tf(t))(s).

(b) Mostre que F (n)(s) = L((−t)nf(t))(s).

(c) Use o item anterior para calcular L(t2 sen at)(s).
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Solução

1.
∣∣∫∞

0
e−stf(t)dt

∣∣ ≤ ∫∞
0
e−st|f(t)|dt ≤M

∫∞
0
e−(s−k)tdt =

M

s− k
, para s > k.

Logo L(f)(s) = F (s) está definida para s > k e além disso
lims→∞ F (s) = 0.

2. Para s > 0 temos que a reta tangente à parábola y(t) = t2 − st em t = s é
y(t) = st− s2 e assim

lim
T→∞

∫ T

0

e−stet
2

dt = lim
T→∞

∫ T

0

et
2−stdt

≥ lim
T→∞

∫ T

0

est−s
2

dt ≥ e−s
2

lim
T→∞

∫ T

0

estdt =∞.

Logo f(t) = et
2

não tem transformada de Laplace.

3. (a) Usando integração por partes temos que

Γ(p+ 1) =

∫ ∞
0

e−x xpdx = −xpe−x
∣∣∣∣∣
∞

0

+ p

∫ ∞
0

e−x xp−1dx

= pΓ(p).

pois limx→∞ x
pe−x = 0.

(b) Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1) · · ·Γ(1) = n(n− 1) · · · 1 = n!

(c) Fazendo a mudança de variáveis x = st obtemos que

L(tp)(s) =

∫ ∞
0

e−st tpdt =

=
1

sp+1

∫ ∞
0

e−x xp−1dx =
Γ(p)

sp+1
.

(d) L(t−1/2)(s) = Γ(1/2)

s1/2
=
√
π

s1/2
.

L(t1/2)(s) = Γ(3/2)

s3/2
=

1
2

Γ(1/2)

s3/2
=

√
π

2s3/2
.

4. (a) F ′(s) = d
ds
L(f)(s) =

∫∞
0

d
ds
e−stf(t)dt =

∫∞
0

(−t)e−stf(t)dt = L(−tf(t))(s).

(b) F (n) = dn

dsn
L(f)(s) =

∫∞
0

dn

dsn
e−stf(t)dt =

∫∞
0

(−t)ne−stf(t)dt =
L((−t)nf(t))(s).

(c) L(−t sen at)(s) = F ′(s) = − 2 a s
(s2+a2)2

.

L(t2 sen at)(s) = F ′′(s) =
2 a (3 s2−a2)

(s2+a2)3
. para s > 0.
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