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2 2 G(T ) TEM SOMENTE RAÍZES REAIS SIMPLES

1 Introdução

Considere a fração racional

F (t) =
f(t)

g(t)

em que f(t) e g(t) são polinômios com coeficientes reais e tais que o grau de f(t) é menor

do que o grau de g(t). Vamos supor que g(t) possa ser decomposto da seguinte forma:

g(t) = (t − a1)
n1 . . . (t − ak)

nk(t2 + b1t+ c1)
m1 . . . (t2 + blt+ cl)

ml ,

com ai ∈ R distintos, para i = 1, . . . , k e (bi, ci) ∈ R
2 distintos tais que b2

i − 4ci < 0, para

i = 1, . . . , l.

2 g(t) tem somente Ráızes Reais Simples

Vamos supor que o denominador g(t) pode ser escrito na forma

g(t) = (t − a1) · · · (t − ak),

com ai ∈ R distintos, para i = 1, . . . , k.

Vamos determinar escalares α1, . . . , αk tais que

F (t) =
f(t)

g(t)
=

k
∑

i=1

αi

t − ai

=
α1

t − a1

+ · · · +
αk

t − ak

. (1)

Multiplicando-se a equação acima por g(t) obtemos

f(t) =
k
∑

i=1

αipi(t) = α1p1(t) + · · · + αkpk(t), (2)

em que

pi(t) =
g(t)

t − ai

=
∏

r 6=i

(t − ar),

para i = 1, . . . , k.
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Substituindo-se t = ai, para i = 1, . . . , k, em (2) obtemos

f(ai) = αipi(ai)

de onde obtemos αi, para i = 1, . . . , k.

Exemplo 1.

H(t) =
1

t (t2 + 3t+ 2)
=

1

t(t+ 1)(t+ 2)
=

A

t
+

B

t+ 1
+

C

t+ 2

Multiplicando H(t) por t (t2 + 3t+ 2) obtemos

1 = A(t+ 1)(t+ 2) +Bt(t+ 2) + Ct(t+ 1)

Substituindo-se t = 0,−1,−2 obtemos






1 = 2A
1 = −B
1 = 2C

que tem solução A = 1/2, B = −1 e C = 1/2. Assim,

H(t) =
1

2

1

t
−

1

t+ 1
+

1

2

1

t+ 2

3 g(t) tem somente Ráızes Simples

Vamos supor que g(t) possa ser decomposto da seguinte forma:

g(t) = (t − a1) · · · (t − ak)(t
2 + b1t+ c1) . . . (t

2 + blt+ cl),

com ai ∈ R distintos para i = 1, . . . , k e (bi, ci) ∈ R
2 distintos tais que b2

i − 4ci < 0, para

i = 1, . . . , l.

Vamos determinar os escalares αi, para i = 1, . . . , k, βi, γi, para i = 1, . . . , l, tais que

F (t) =
f(t)

g(t)
=

k
∑

i=1

αi

t − ai

+
l
∑

i=1

βi + γit

t2 + bit+ ci

=
α1

t − a1

+ · · · +
αk

t − ak

+
β1 + γ1t

t2 + b1t+ c1

+ · · · +
βl + γlt

t2 + blt+ cl

. (3)
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4 3 G(T ) TEM SOMENTE RAÍZES SIMPLES

Multiplicando-se a equação acima por g(t) obtemos

f(t) =
k
∑

i=1

αipi(t) +
l
∑

i=1

(βi + γit)Pi(t)

= α1p1(t) + · · · + αkpk(t) + (β1 + γ1t)P1(t) + · · · + (βl + γlt)Pl(t), (4)

em que

pi(t) =
g(t)

t − ai

=
∏

r 6=i

(t − ar)
l
∏

s=1

(t2 + bst+ cs),

para i = 1, . . . , k e

Pi(t) =
g(t)

t2 + bit+ ci

=
∏

s6=i

(t2 + bst+ cs)
k
∏

r=1

(t − ar),

para i = 1, . . . , l.

Substituindo-se t = ai, para i = 1, . . . , k, em (4) obtemos

f(ai) = αipi(ai)

de onde obtemos αi, para i = 1, . . . , k.

Substituindo-se uma das ráızes da equação t2 + bit + ci = 0, zi, para i = 1, . . . , l, em

(4) obtemos

f(zi) = βiPi(zi) + γiziPi(zi)

Comparando-se as partes real e imaginária da equação anterior obtemos um sistema de

duas equações e duas incógnitas que resolvido dá os valores de βi e γi, para i = 1, . . . , l.

Exemplo 2.

H(t) =
1

t(t2 + 1)
=

A

t
+

Bt+ C

t2 + 1
.

Multiplicando-se H(t) por t(t2 + 1) obtemos

1 = A(t2 + 1) + (Bt+ C)t
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Substituindo-se t = 0 e t = i
{

1 = A
1 = (Bi+ C)i = −B + Ci

De onde obtemos A = 1. Comparando-se as partes real e imaginária da segunda equação

obtemos B = −1 e C = 0. Assim,

H(t) =
1

t
−

t

t2 + 1

Exemplo 3.

H(t) =
1

(t2 + 1)(t2 + 4)
=

At+B

t2 + 1
+

Ct+D

t2 + 4

Multiplicando-se por (t2 + 1)(t2 + 4):

1 = (At+B)(t2 + 4) + (Ct+D)(t2 + 1) (5)

Substituindo-se t = i, 2i em (5)

{

1 = (iA+B)3
1 = (2iC +D)(−3)

Como A,B,C e D são reais, comparando-se as partes real e imaginária obtemos

{

1 = 3B
0 = 3A

e

{

1 = −3D
0 = −6C

De onde obtemos a solução A = 0, B = 1/3, C = 0 e D = −1/3. Assim,

H(t) =
1/3

t2 + 1
+

−1/3

t2 + 4

Exemplo 4.

H(t) =
2

t(t2 + 2t+ 2)
=

A

t
+

Bt+ C

t2 + 2t+ 2
.

Multiplicando-se H(t) por t(t2 + 2t+ 2) obtemos

2 = A(t2 + 2t+ 2) + (Bt+ C)t
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6 3 G(T ) TEM SOMENTE RAÍZES SIMPLES

Substituindo-se t = 0 e t = −1 + i

{

2 = 2A
2 = (B(−1 + i) + C)(−1 + i) = B(−2i) + C(−1 + i) = −C + (C − 2B)i

De onde obtemos que A = 1. Comparando-se as partes real e imaginária da segunda

equação acima obtemos B = −1 e C = −2. Assim,

H(t) =
1

t
−

t+ 2

t2 + 2t+ 2

Exemplo 5.

H(t) =
1

(t2 + 1)
(

t2 + t+ 5
4

) =
1

(t2 + 1)
(

t2 + t+ 5
4

) =
At+B

t2 + 1
+

Ct+D

t2 + t+ 5
4

Multiplicando-se H(t) por (t2 + 1)
(

t2 + t+ 5
4

)

:

1 = (At+B)(t2 + t+
5

4
) + (Ct+D)(t2 + 1)

Substituindo-se t = i e t = −
1
2
+ i obtemos

{

1 = (Ai+B)(−1 + i+ 5
4
) = (Ai+B)(i+ 1

4
) = (−A+ 1

4
B) + i(1

4
A+B)

1 = (C(−1
2
+ i) +D)(1

4
− 1 − i+ 1) = (7

8
C + 1

4
D) + i(3

4
C − D)

Comparando-se as partes real e imaginária das equações acima obtemos

{

1 = −A+ 1
4
B

0 = 1
4
A+B

{

1 = 7
8
C + 1

4
D

0 = 3
4
C − D

Resolvendo-se os sistemas acima obtemos a solução A = −16/17, B = 4/17, C = 16/17

e D = 12/17. Assim,

H(t) =
4

17

(

−4t+ 1

t2 + 1
+

4t+ 3

t2 + t+ 5
4

)
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4 g(t) tem somente Ráızes Reais

Vamos supor que o denominador g(t) pode ser escrito na forma

g(t) = (t − a1)
n1

· · · (t − ak)
nk ,

com ai ∈ R distintos, para i = 1, . . . , k.

Vamos determinar escalares αij, com i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , ni tais que

F (t) =
f(t)

g(t)
=

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

αij

(t − ai)j

=
α11

t − a1

+ · · · +
α1n1

(t − a1)n1

+ · · · +
αk1

t − ak

+ · · · +
αknk

(t − ak)nk

. (6)

Multiplicando-se a equação acima por g(t) obtemos

f(t) =
k
∑

i=1

ni
∑

j=1

αijpij(t)

= α11p11(t) + · · · + α1n1
p1n1

(t) + · · · + αk1pk1(t) + · · · + αknk
pknk

(t), (7)

em que

pij(t) =
g(t)

(t − ai)j
= (t − ai)

ni−j
∏

r 6=i

(t − ar)
nr = (t − ai)

ni−jpini
(t),

para j = 1, . . . , ni e i = 1, . . . , k.

Substituindo-se t = ai, para i = 1, . . . , k, em (7)

f(ai) = αini
pini

(ai)

de onde obtemos αini
, para i = 1, . . . , k.

Derivando-se (7) e substituindo-se t = ai

f ′(ai) = αi(ni−1)p
′
i(ni−1)(ai) + αini

p′ini
(ai)

= αi(ni−1)pini
(ai) + αini

p′ini
(ai)

de onde obtemos αi(ni−1), usando o valor obtido anteriormente de αini
, para i = 1, . . . , k.

O resultado acima se deve ao fato de que derivando-se pij(t) = (t− ai)
ni−jpini

(t) obtemos

p′ij(t) = (ni − j)(t − ai)
ni−j−1pini

(t) + (t − ai)
ni−jp′ini

(t).
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8 4 G(T ) TEM SOMENTE RAÍZES REAIS

Assim, se ni − j > 1 (ou j < ni − 1) p′ij(ai) = 0.

Derivando-se (7) duas vezes e substituindo-se t = ai

f ′′(ai) = αi(ni−2)p
′′
i(ni−2)(ai) + αi(ni−1)p

′′
i(ni−1)(ai) + αini

p′′ini
(ai)

= 2αi(ni−2)pini
(ai) + αi(ni−1)p

′′
i(ni−1)(ai) + αini

p′′ini
(ai)

de onde obtemos αi(ni−2) usando os valores obtidos anteriormente de αi(ni−1) e αini
,

para i = 1, . . . , k. O resultado acima se deve ao fato de que derivando-se pij(t) =

(t − ai)
ni−jpini

(t) duas vezes obtemos

p′′ij(t) = (ni − j − 1)(ni − j)(t − ai)
ni−j−2pini

(t) + 2(ni − j)(t − ai)
ni−j−1p′ini

(t)

+ (t − ai)
ni−jp′′ini

(t).

Assim, se ni − j > 2 (ou j < ni − 2) p′′ij(ai) = 0.

Derivando-se (7) r vezes, para r = 0, . . . , ni − 1 e substituindo-se t = ai, para i =

1, . . . , k

f (r)(ai) =
r
∑

j=0

αi(ni−j)p
(r)
i(ni−j)(ai)

= r!αi(ni−r) +
r−1
∑

j=0

αi(ni−j)p
(r)
i(ni−j)(ai)

de onde obtemos αi(ni−r), usando os valores obtidos anteriormente de αi(ni−r+1), . . . , αini
,

para i = 1, . . . , k e r = 0 . . . , ni − 1.

Exemplo 6.

Y (t) =
2 + t2

t2(t+ 2)(t − 1)
=

A

t
+

B

t2
+

C

t+ 2
+

D

t − 1

Multiplicando-se por t2(t+ 2)(t − 1) obtemos

t2 + 2 = At(t+ 2)(t − 1) +B(t+ 2)(t − 1) + Ct2(t − 1) +Dt2(t+ 2) (8)

Substituindo-se t = −2, 0, 1 obtemos






6 = −12C
2 = −2B
3 = 3D
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que tem solução B = −1, C = −
1
2
e D = 1. Derivando-se (8) obtemos

2t = A(t+ 2)(t − 1) +At[(t+ 2)(t − 1)]′ +B[(t+ 2) + (t − 1)] + [Ct2(t − 1) +Dt2(t+ 2)]′

e substituindo-se t = 0 obtemos 0 = −2A+B = −2A − 1 de onde obtemos A = −
1
2
.

Assim,

Y (t) = −
1

2

1

t
−

1

t2
−

1

2

1

t+ 2
+

1

t − 1

Exemplo 7.
4

t(t − 1)2
=

A

t
+

B

t − 1
+

C

(t − 1)2

Multiplicando-se por t(t − 1)2 obtemos

4 = A(t − 1)2 +B(t − 1)t+ Ct (9)

Substituindo-se t = 0, 1 obtemos
{

4 = A
4 = C

Derivando-se (9) obtemos

0 = 2A(t − 1) +Bt+B(t − 1) + C

Substituindo-se t = 1 obtemos 0 = B +C = B +4 de onde obtemos que B = −4. Assim,

Y (t) =
1

(t − 1)4
+

4

t
−

4

t − 1
+

4

(t − 1)2
+

1

t − 1

=
1

6

6

(t − 1)4
+

4

t
−

3

t − 1
+

4

(t − 1)2

Exemplo 8.

Y (t) =
3 + (t − 2)3

(t − 3)(t+ 1)(t − 2)2
=

A

t − 3
+

B

t+ 1
+

C

t − 2
+

D

(t − 2)2

Multiplicando-se Y (t) por (t − 3)(t+ 1)(t − 2)2 obtemos

3+(t−2)3 = A(t+1)(t−2)2+B(t−3)(t−2)2+C(t−3)(t+1)(t−2)+D(t−3)(t+1) (10)
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10 5 CASO GERAL

Substituindo-se t = −1, 2 e 3 na equação acima






−24 = −36B
3 = −3D
4 = 4A

De obtemos A = 1, B = 2
3
e D = −1. Derivando-se (10)

3(t − 2)2 = [A(t+ 1)(t − 2)2 +B(t − 3)(t − 2)2]′ + C[(t − 3)(t+ 1)]′(t − 2)

+ C(t − 3)(t+ 1) +D[t − 3) + (t+ 1)]

e substituindo-se t = 2 obtemos

0 = −3C +D(−1 + 3) = −3C − 2

que tem solução C = −
2
3
. Assim,

Y (t) =
1

t − 3
+

2

3

1

t+ 1
−

2

3

1

t − 2
−

1

(t − 2)2

5 Caso Geral

Vamos supor que g(t) possa ser decomposto da forma

g(t) = (t − a1)
n1 . . . (t − ak)

nk(t2 + b1t+ c1)
m1 . . . (t2 + blt+ cl)

ml ,

com ai ∈ R distintos para i = 1, . . . , k e (bi, ci) ∈ R
2 distintos tais que b2

i − 4ci < 0, para

i = 1, . . . , l.

Vamos determinar os escalares αij, para i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , ni e βij, γij, para

i = 1, . . . , l, j = 1, . . . ,mi, tais que

F (t) =
f(t)

g(t)
=

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

αij

(t − ai)j
+

l
∑

i=1

mi
∑

j=1

βij + γijt

(t2 + bit+ ci)j
. (11)

Multiplicando-se a equação acima por g(t) obtemos

f(t) =
k
∑

i=1

ni
∑

j=1

αijpij(t) +
l
∑

i=1

mi
∑

j=1

(βij + γijt)Pij(t), (12)
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em que

pij(t) =
g(t)

(t − ai)j
= (t − ai)

ni−j
∏

r 6=i

(t − ar)
nr

l
∏

s=1

(t2 + bst+ cs)
ms

= (t − ai)
ni−jpini

para j = 1, . . . , ni e i = 1, . . . , k e

Pij(t) =
g(t)

(t2 + bit+ ci)j
= (t2 + bit+ ci)

mi−j

k
∏

r=1

(t − ar)
nr

∏

s6=i

(t2 + bst+ cs)
ms

= (t2 + bit+ ci)
mi−jPimi

para j = 1, . . . ,mi e i = 1, . . . , l.

Substituindo-se t = ai, para i = 1, . . . , k, em (12)

f(ai) = αini
pini

(ai)

de onde obtemos αini
, para i = 1, . . . , k.

Derivando-se (12) e substituindo-se t = ai

f ′(ai) = αini
p′ini

(ai) + αi(ni−1)pini
(ai)

de onde obtemos αi(ni−1), para i = 1, . . . , k.

Derivando-se (12) duas vezes e substituindo-se t = ai

f ′′(ai) = αi(ni−2)p
′′
i(ni−2)(ai) + αi(ni−1)p

′′
i(ni−1)(ai) + αini

p′′ini
(ai)

= 2αi(ni−2)pini
(ai) + αi(ni−1)p

′′
i(ni−1)(ai) + αini

p′′ini
(ai)

de onde obtemos αi(ni−2), para i = 1, . . . , k.

Derivando-se (12) r vezes, para r = 0, . . . , ni − 1 e substituindo-se t = ai, para

i = 1, . . . , k

f (r)(ai) =
r
∑

j=0

αi(ni−j)p
(r)
i(ni−j)(ai)

= r!αi(ni−r) +
r−1
∑

j=0

αi(ni−j)p
(r)
i(ni−j)(ai)
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12 5 CASO GERAL

de onde obtemos αi(ni−r), para i = 1, . . . , k e r = 0 . . . , ni − 1.

Substituindo-se uma das ráızes de t2 + bit+ ci = 0, zi, em (12)

f(zi) = βimi
Pimi

(zi) + γimi
ziPimi

(zi)

Comparando-se as partes real e imaginária da equação anterior obtemos um sistema de

duas equações e duas incógnitas que resolvido dá os valores de βimi
e γimi

.

Exemplo 9.
2

t3(t2 + 4)
=

A

t
+

B

t2
+

C

t3
+

Dt+ E

t2 + 4

Multiplicando-se a equação acima por t3(t2 + 4) obtemos

2 = At2(t2 + 4) +Bt(t2 + 4) + C(t2 + 4) + (Dt+ E)t3 (13)

Substituindo-se t = 0, 2i em (13)

{

2 = 4C
2 = (2iD + E)(−8i) = 16D − 8iE

De onde obtemos C = 1
2
e comparando-se as partes real e imaginária da segunda equação

do sistema acima
{

2 = 16D
0 = −8E

De onde obtemos D = 1
8
e E = 0. Derivando-se (13) uma vez

0 = A2t(t2 + 4) + At22t+B(t2 + 4) +Bt2t+ C2t+Dt3 + (Dt+ E)3t2

substituindo-se t = 0 obtemos 0 = 4B ou B = 0. Derivando-se (13) mais uma vez

0 = 2A(t2 + 4) + 2A2t+ 6At2 + 2Bt+ 4Bt+ 2C + 3Dt2 +D3t2 + (Dt+ E)6t

e substituindo-se t = 0 obtemos 0 = 8A+2C = 8A+1 de onde obtemos A = −
1
8
. Assim,

2

t3(t2 + 4)
= −

1

8

1

t
+

1

4

2

t3
+

1

8

t

t2 + 4
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