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Vamos supor que uma forga externa periddica F,yt(t), com periodo T, é aplicada a

massa. Entdo a equagdo para o movimento da massa é

mu'" + yu' + ku = Foxt (t).

Supondo que a forga externa seja seccionalmente continua com a sua derivada também
seccionalmente continua, entdo como ela é periddica de periodo T, ela pode ser repre-

sentada por sua série de Fourier.

a ad 2nmt & 2n7tt
Foxt(t) = 70 + Zlan cos + 21 b,, sen T
n= n=

em que os coeficientes sdo dados por

2n

2 [z t
an = T/_zgf(t)cos Tﬂ dt, paran=0,12,...

2nrtt

T
b, = 3/2 f(t)sen dt. paran=1,2,...
TJ-3
1 Oscilagoes Forcadas sem Amortecimento

Neste caso a equagdo diferencial para o movimento da massa é

mu" + ku = Fo(t)

1)

A solugdo geral é a soma da solugdo geral da equacdo homogénea correspondente com
uma solucdo particular da equagdo ndo homogeénea. A equacdo homogénea correspon-

dente é
mu” +ku =0,

que é a equagdo do problema de oscilagdo livre ndo amortecida. A equacdo carac-

teristica é

m?+k=0 & r:i\/ki
m

Assim a solugdo geral da equacdo homogeénea é

u(t) = cq cos (\/% t) + cp sen (\/% t)



Seja wy = \/% . Entdo a equagdo acima pode ser escrita em termos de wy como
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) . ()
Assim a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é da forma
u(t) = c1cos (wot) + cz sen (wot) + up(t).
Pelo método das coeficientes a determinar, devemos procurar uma solugdo particular

da forma

> 2nmt &
up(t) = Ag+ ) Ay cos 7T Y Busen

n=1 n=1

2nrtt
T 7

em que A, e By, sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se u,(t) na

2
equacao diferencial (1). Temos que supor que wy #* nTrc, paran = 1,2,3... (por
que?)
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Figura 1: Sistema massa-mola for¢ado sem amortecimento

Exemplo 1. Vamos considerar o problema de valor inicial

{ u' + wpu = f(t),
u(0) =0,u'(0) =0
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Figura 2: Parte ndo homogeénea, f(t) da equacdo do problema de valor inicial do Exem-
plo1l

1, 0<t«1
f(t):{_ll iilgm etalque f(t+2) = f(t)

A solugdo geral da equacdo diferencial é
u(t) = ¢ coswot + co sen wot + 1y (t),

em que u,(t) é uma solugao particular. Como f é impar, seccionalmente continua com
derivada seccionalmente continua, ela pode ser representada por sua série de Fourier
de senos:

f(t) =) _ bysennmnt.
n=1

com
nmw 2

1 2
bn:2/ f(t)sennmtdt = —— coss
0 nr 0 nr

Vamos procurar uma solugdo particular da forma

up(t) = Y_ (A cosnmt + By, sennt)

n=1

com coeficientes A, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual
a série das derivadas:

(t) = Y (—nmA, sennmt + nnB, cos nt),

n=1

/

Up
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Figura 3: Solugdo do problema de valor inicial do Exemplo 1 para wy = 7w/2.

(o]
— Y (n*rn* Ay cosnmt + n*T* By sennrtt).

Substituindo-se u, (t) e u}(t) na equagao diferencial obtemos

— Z n An cos nrtt + By, sennrtt)

o o
+ w% Z (A, cosnmtt + By sennrt) = Z b, sen nrtt,

n=1 n=1

que podemos reescrever como

o o

Y [Bu(wh — n*m*) — by) sennmt + Y (w§ — n*m*) Ay cos nmt = 0.

n=1 n=1
De onde obtemos

by
An:O, Bn:m, paran:1,2,...

Assim uma solugao particular da equagédo diferencial é

up(t) i b sen nrt 2 i 1—(=1)" sen nt
= — Se = — —  Se
P = w3 —n2n? 7 = n(w3 — n2m?)
A solugdo geral da equacao diferencial é entdo
2 & 1—-(=1)"
u(t) = c1 coswot + ¢z sen wot + — Z (=1) sennrt

= n(wo n2m2)



Substituindo-se t = 0 e u = 0, obtemos ¢; = 0. Substituindo-se t = 0 em

© 1 (~1)"
u'(t) = wocp coswot +2 ) #

cosnrtt
=1 Wy — NP1
obtemos
: 2 i -1H" -1
27 wo = wi — n?n?
Logo a solucdo do PVI é

u(t) = (wio iw> sen wot + 2 i 1—(=1)" sen nt

= w3 —n?n? T = n(w3 — n?m?)
= i i L sen wyt
- \wo /2 (2n+1)212 — W3 0

i 1
= (2n+1)(wj — (2n + 1)272)

+ % sen(2n + 1)t

Para encontrar u,(t) fizemos a suposicao de que as derivadas da série eram a série
das derivadas. Seja

up(t) = iun(t).

Entdo
uy(t) =Y uy(t),
n=1
uy(t) =Y uy(t)
n=1
pois,
4 1
/
t —_ 7
(0] < 2
4 n

un (B < —



2 Oscilagoes Forcadas com Amortecimento
Neste caso a equagdo diferencial para o movimento da massa é
mu” + yu' +ku = Fy(t) (3)

A solugdo geral é a soma da solugdo geral da equacdo homogénea correspondente com
uma solucdo particular da equagdo ndo homogeénea. A equacdo homogénea correspon-
dente é

mu” + yu' +ku =0,

que é a equacdo do problema de oscilacdo livre amortecida. A equacdo caracteristica é
mr? +yr+k=0eA = > —4km
Aqui temos trés casos a considerar:
(a) Se A = 92 — 4km > 0 ou y > 2v/km, neste caso

u(t) = cre"t + cpe™,

em que

"2 =

—yEVA  —yE /2 — dkm —0
N 2m

2m

Este caso é chamado superamortecimento.
(b) Se A = y? — 4km = 0 ou v = 2Vkm, neste caso
vt yt
u(t) = cie” 2 + cote” 2m
Este caso é chamado amortecimento critico.
(c) Se A = v? —4km < 0ou 0 < ¢ < 2vkm, neste caso
u(t) = e~ T (c1 cos put + cy sen ut) 4)
em que
Vakm — 2 2

2m “o T Im2

< Wy

2
Aqui, u é chamado quase frequénciae T = “ 6 chamado quase periodo. Este

caso é chamado subamortecimento.



Observe que nos trés casos a solugdo tende a zero quando t tende a +co.

Seja u(t) = cqui(t) + couz(t) a solucgdo geral da equagdo homogénea correspon-
dente. Entdo a solugado geral da equacdo ndo homogénea (3) é

u(t) = crug(t) + coua(t) + up(t)
em que u,(t) é uma solugdo particular. Pelo método dos coeficientes a determinar

> d 2nrt
up(t) = Ao+ ) _ Aycos + Y B,sen T

n=1 n=1

2nrtt

em que A, e B, sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se u,(t) na
equagdo diferencial (3).

A solugdo geral da equagdo homogénea correspondente, ciu(t) + coun(t), € a
solucdo do problema de oscilagdo livre amortecida e ja mostramos que tende a zero
quando t tende a +oo, por isso é chamada solucao transiente, enquanto a solugao par-
ticular, u,(t), permanece e por isso é chamada solugao estacionaria.

Figura 4: Sistema massa-mola for¢ado com amortecimento

Exemplo 2. Vamos considerar o problema de valor inicial

u” +3u' +2u = f(t),
{ u(0) =0,u4'(0) =0
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Figura 5: Solugdo estaciondria do problema de valor inicial do Exemplo 2.

1, 0<t«1
f(t):{_ll :§1§t<2 etalque f(t+2) = f(t)

A solugdo geral da equacdo diferencial é
u(t) = cre f + e + up(t),

em que u,(t) é uma solugao particular. Como f é impar, seccionalmente continua com
derivada seccionalmente continua, ela pode ser representada por sua série de Fourier
de senos:
o0
f(t) =) bysennmnt
n=1

com
nmw 2
0 nr
Vamos procurar uma solugdo particular da forma

1 2
b :2/ t tdt = ——
" ; f(t)sennm nﬂcoss

[e¢]

up(t) = Y (Aycosnmt + B, sennt)

n=1

com coeficientes A, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual
a série das derivadas:

uy(t) = Y (—nmAy sennst + nBy, cos nit),

(o]
uy(t) = = Y (n*n* A, cos nrtt + n* i B, sen nrt)



10

Substituindo-se uy(t), u, (t) e u}(t) na equagao diferencial obtemos

— Y n*r*(A, cosnmtt + By sennrt)
n=1
+3 Y (—nmA, sennmt + nmB, cos nrt)
n=1

+2 ) (Aycosnmt+ Bysennt) = Y bysennrt,

n=1 n=1

que podemos reescrever cComo

Y [(2 — n*m*)B, — 3n7A, — by|sennmt + Y [(2 — n*n?) Ay + 3n7tB,] cos ntt = 0.
n=1

n=1
De onde obtemos o sistema
(2 —n?m?)A, +3nB, = 0
—3nmA, + (2 —n?>1?)B, = by,

que tem solucao

_ 242
Al’l = , Bl’l — w’ paran = 1,2,...
Ay

em que A, = 9n?7> + (2 — n?71?)2. Assim uma solucdo particular da equacéo diferen-
cial é
up(t) = — ni:l ?ﬂgf)n cosnrtt + 2 % sen nrt
(=D)" -1 (2—n?r?)(1 - (-1)")
Ay ni,
> 1 4 &2 (2n+1)>m?

cos(2n + 1)t + —
n=0 A2;1+1 ( ) T n;() (271 + 1)A2n+1

2 o0
cosnrmt + — Z sen nrct
T n=1

sen(2n + 1) 7t

que é a solugao estaciondria. Para encontrar u,(t) fizemos a suposigao de que as deri-
vadas da série eram a série das derivadas. Seja

up(t) = ilun(t).



Entdo

pois,

up(t) = (1),
n=1
a() = Y ul(t)
n=1
4 (2 —n?m?)
T <122t 4 2
()] <124 4+ 2220
2 4n(2—n*r?)
T <12 4 = :
i) < 12+ 2HEZ

11
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Exercicios
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Figura 6: Termo ndo homogéneo da equacdo do problema de valor inicial do Exercicio
1.

1. Considere

t, se0<t<1
f(t):{2—t, sel<t<?2 etalque f(t+2)=f(t)
(a) Resolva o problema de valor inicial

u’ + wiu = f(t),
{ u(0) =0,u'(0) =0

(b) Encontre a solugdo estaciondria do problema de valor inicial

{ u +3u +2u = f(t),
u(0) =0,u'(0) =0
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Respostas dos Exercicios

1. (a) A solugdo geral da equacdo diferencial é
u(t) = c1 cos wot + ¢z sen wot + up(t),

em que up(t) é uma solugdo particular. Como f é par, seccionalmente continua com derivada seccionalmente
continua, ela pode ser representada por sua série de Fourier de cossenos:

flt) = %0 + Y aycosnmt

n=1
com
ap = Z“O(fo(,]l)) =
2 2
o= 2mfy)) = s cosn—1) = (-1 - 1),
1 2 00 71 n
f(y = 52 Z( ))12 cos nrt

n=0

Vamos procurar uma solugao particular da forma
0
up(t) = Ao+ Y (Ancosnmt+ By sennrt)
n=1

com coeficientes A;, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual a série das derivadas:

w(t) =Y (—nmAysennmt + nnBy cos nt).

n=1
(o)

u'p'(t) ==Y (n?7® A, cos nrtt + n* w* By sen nrt)
n=1

Substituindo-se uy () e u}; () na equagéo diferencial obtemos

— Y n?*n*(Aycosnmt + By, sennmt)

n=1

0 u 0
+ w3 (Ag + Y (A, cosnmt+ B, sennt)) = EO + Y a,cosnmt

n=1 n=1

e

B (w3 — n?m?) sennmt + wiAg — —~ + E [An(w3 — n?m%) —ay|cosnt =0

n=1

De onde obtemos
ap ap
Ay

Ag= 0 -
2w}’ wi —n2r?’

B, =0, paran=12,...

Assim uma solugdo particular da equacdo diferencial é

ao
uy(t = + cosnnt
() 2“’% 21“’0

1

—1
= — 7cosnm‘
2w§ lenz 2 — n2m2)
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A solugdo geral é entao

u(t) = cq coswot + ¢ senwt—&-——i—ii (D"~ cos nrt
=0 0 2 0 g 2 = nz(wg_n2 2)
Substituindo-se t = 0 e u = 0, obtemos
Z 1-(=n" 1
a= 7r2 wi —n2m? © 22
Substituindo-se t = 0 em
2 & 1—(-1)"
u'(t) = —wpcy sen wyt + wocy cos wot + — Z 2(72)2 sen nrt
7T o= n(w§ — n?m?)

obtemos ¢, = 0. Logo a solugao do PVI é

2 & 1-(-1)" 1 L2 o )" -1
u(t) = — 5 — — | coswot + —5 + — 7(:0511711‘
*) (ﬁznzlwgnznz 2w§> T 2w nzy;rﬂ 2 —n2n?)
4 = 1 1
= ——————— — — | coswyt
(nznzowo (2n+1)2m 2w5> 0
1
cos(2n + 1)t
2w2 712 Z (2n4+1)2((2n +1)272 — w3)
u
05
= = I S~ = S~
1 2 3 4 5 6 7 8 t
-05

(b) A solucéo geral da equagéo diferencial é
u(t) = cre e 4 up(t),

em que up(t) é uma solugdo particular. Como f é par, seccionalmente continua com derivada seccionalmente
continua, ela pode ser representada por sua série de Fourier de cossenos:

a (o)
f(t) = EO + Y aycosnmt

n=1

com

Il
N
2

(=)
=N
=N
==
=

Il

=

ap

n

|
N
2
=
i
Sh
G
=
Il
N
N
py
(0}
(o}
w
N
A
|
-
=
2
N
N
py
=
=
=
|
—
=
N
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1 2 & (-1)"—1
f(t) = §+72 Z TCOS?’!TH
Vamos procurar uma solugéo particular da forma
up(t) = Ao+ Y (Ancosnmt + By sennrt)
n=1

com coeficientes A, B, a determinar. Vamos supor que a derivada da série seja igual a série das derivadas:

wy(t) = Y (—nmAysennmt + nmB, cos nmt),

[ee]
u(t) = — Y (n** Ay cosnmt + n®i*. B, sennrt)

Substituindo-se uy(t), u},(t) e u}(t) na equacdo diferencial obtemos

o0
-y 122 ( Ay, cos nrtt + By sen ntt)

e

+3 ) (—nmA,sennmt+ nnB, cosnrt)

n=1

0 a 0
2(Ap + HZ:(A,, cos nmt+ By sennmt)) = ?0 + Y a,cosnmt

n=1

que podemos reescrever Como

[(2 = n*7?)B, — 3nmA,] sennrt

e

n=1

+2Aoff+z —n?n? YA, +3nnBy, — ay] cos nmt = 0.
=1

a
De onde obtemos Ay = ZO e o sistema de equagdes

(2—n?m?)A, +3nB, = ay
—3nmAy,+ (2—-n*1®)B, = 0
que tem solugdo
(2 —n?m?)a, 3nmay,
A=~ """ B, = , aran=1,2,...
n A, n A, P

em que A, = 9?72 + (2 — n?7?)2. Assim uma solugéo particular da equacéo diferencial é

(2 —n?m?)a,

up(t) = %+r12:31 A, cosnnt+§ A” " sen nrt
1 2 & 2-*)((-1)"—1) 6 & (—1)" —
= - +5 b4 = t
itz E 2A,, cosnyt + — ; uA, ST
1 4 & (2n+1)212-2 12 & 1
= -+ = S5 ——cos(2n+ 1)t — — sen(2n 41
4 L (2n +1)28211 ( ) T ,;) (2n+1)Agui1 ( )
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que é a solugdo estaciondria.




	Oscilações Forçadas sem Amortecimento
	Oscilações Forçadas com Amortecimento
	Exercícios

