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Vamos resolver o problema de Dirichlet no circulo

Lt 2% 0 0<
or? r8r+r2892 sr<a

{82u 1ou 1 d%u
u(a,0) =f(0), 0<0<2m

Vamos procurar uma solu¢do na forma de um produto de uma funcdo de » por uma
funcdo de 6, ou seja,

u(r,0) = R(r)©(0).

Derivando e substituindo na equagédo diferencial obtemos
2 1 / 1
R7(r)©®(0) + ;R (r)©(0) + r—zR(r)®(9) =0,

que pode ser reescrita como

©"(6) _ _LR'(r) _ R(r)

®©) R RO

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de r.
Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

©'(6) LR R()
o) ~ "R 'RH "

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias com a condi¢do de ©(6) ser
periddica de periodo 27t:

®(0) — A0(6)
r2R"(t) + rR'(r) + AR(r) =

0, ©(F)=0(0+2n), (1)

A equagdo @"(0) — A®(6) = 0 pode ter como solugdes,
Se A >0: @) = creVM0 + cpe VAL
SeA=0: O(0) = cy + 6.

Se A <0: @(8) = cysen(v/—AB) + cz cos(v/—AH).



A condigdo ©(0) = O(6 + 27), para todo 6 € R, implica que (11) tem solucdo néo
identicamente nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

A=-n*n=0123...
ou seja, o problema de valor de fronteira (11) tem solu¢des fundamentais
@,(11)(9) = cosnf, paran =0,1,2,3,...

@,(12)(9) = sennf, paran =1,2,3,...

2

Substituindo-se A = —n“ na equacgdo diferencial (12) obtemos

r?R"(t) + rR'(r) — n®R(r) = 0,
que tem como solugdo
R(r) =c1+calnr, paran=0; R(r) =cir " +cor", paran =1,2,3,....
Como R(r) tem que estar definido para r = 0, as solu¢des fundamentais sdo
Ro(r) =1, Ru(r)=r", paran=1,23,....

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial na regido r < a tem solugdes
fundamentais
up(r,0) =1
u,(f)(r,(?) = Rn(r)®,(11)(6) = r" cosnb, u,(qz)(r,f)) = Rn(r)®,(12)(9) = r" senné.
Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) =co+ ) (cnu,gl)(r,Q) + dnuflz)(r,e)) =co+ ) r"(cpcosnb +dysennd). (3)

n=1 n=1
Para satisfazer a condicdo u(a,0) = f(0), temos que impor a condic¢do
f(0) =u(a,0) =co+ Z a"(c, cosnb +d, sennf).
n=1

Esta é a série de Fourier de f(0) com periodo 27r. Assim, se a fungdo f : [0,27r] — R
é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo



os coeficientes da série sdo dados por

L 0)do
0 = 5. ) flO)de,
1 [2m
a'c, = < f(0) cosnbde, 4)
1 27
a'd, = < f(0)sennf de.

paran =1,2,3...
Deixamos para o leitor verificar que realmente (13) com os coeficientes dados por
(15) é a solucdo do problema de valor inicial.

Exercicios
1. Resolva o problema de Dirichlet no semicirculo

Fu, w19
ar2  rar 12062
u(a,0)=f(0),0<0<m

u(r,0) =u(r,m)=0,0<r<a

=0,0<r<a

2. Resolva o problema de Dirichlet no setor circular

Fu Ao 1P
orz  ror 12002
u(a,0) =f(0), 0<6<uw

u(r,0) =u(r,a) =0,0<r<a

=0,0<r<a

3. Resolva o problema de Dirichlet na coroa circular

W+;§+r—zwzo,a<r<b

{ u 1ou 19%u
u(a,0) =0, u(b,0) =¢(0), 0<0 <21



Respostas dos Exercicios

1. Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma fungéo de » por uma funcio de 6, ou seja,
u(r,0) = R(r)©(0).
Derivando e substituindo na equagdo diferencial obtemos

R"()0(6) + R (1O(0) + 5 R()O(0) =0,

que pode ser reescrita como
@"(6) _ _2R"(r) _ R(r)

o0) R "R

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel se eles forem
iguais a uma constante, ou seja,
/! " !
©'(6) _ LR'() _R() _,
o() R(r)  R(r)

Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordindrias com a condigdo de fronteira ©@(0) = @(27x) :

, ©(0)=0(r) =0, ®)

{ @"(8) — A0(8) =
©)

r?R"(t) +rR'(r) + AR(r) =
A equacdo ©"(0) — AO(#) = 0 pode ter como solugdes,

Se A >0: ©6) = creV 4 cpe VAL,
SeA=0: O(0) =c1 + c26.
SeA <0: O(F) = cqsen(v/—A0) + cp cos(v/—A0).

As condi¢des de fronteira @(0) = ©(7r) = 0 implica que (5) tem solugdo ndo identicamente nula somente se A < 0, mais
que isso A tem que ter valores dados por

A=-n?, n=123...

ou seja, o problema de valor de fronteira tem solugdes fundamentais

©,(0) = sennf, paran=1,23,...

2

Substituindo-se A = —n* na equagéo diferencial (12) obtemos

2R (t) +rR'(r) — n®R(r) = 0,
que tem como solugdo
R(r) =c1+calnr, paran =0; R(r) =cyr "+ cor", paran =1,2,3,....
Como R(r) tem que estar definida para r = 0, as solugdes fundamentais sdo
Ru(r) =1", paran=1,2,3,....

Logo o problema formado pela equagdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugdes fundamentais da

forma
un(r,0) = Ry (r)0,(0) = " senné.



Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

Z Cnttn(7,0) Z "¢, sennf. (7)

Entéo para satisfazer a condicdo u(a,6) = f(6), temos que impor a condi¢do

£(0) = u(a,6) Za cy sennf.

Esta é a série de Fourier de f () de senos com periodo 27t. Assim, se a funcdo
f : [0, 1] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da
série sdo dados por

2 T
ac, = ;/ f(0)sennfdf, paran=1,2,3...
Jo

. Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcao de r por uma funcéo de 6, ou seja,
u(r,0) = R(r)©(0).
Derivando e substituindo na equacdo diferencial obtemos

R"(r)0(60) + LR (r)0(0) + L R(NO(0) =0,

que pode ser reescrita como
e"(6) 2R"(r) _ R(r)

e0) ~ R0 R0

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel se eles forem
iguais a uma constante, ou seja,
@//(9) _ rz R//(r) rR/(r)

() R(r)

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordinarias com a condigdo de fronteira ©(0) = ©(27) :

{ Q"(8) —A®(0) =0, O(0) =0(a) =0, ®)
2R (£) + rR'(r) + AR(r) = 0. )

A equacio ©"(0) — AO(#) = 0 pode ter como solugdes,

SeA>0: O(F) = c1eVA0 4 creVAD,

SeA=0: @(9) =01+ 0.

Se A < 0: ©(0) = cysen(v/—A8) + ¢z cos(v/—A8).

As condigoes de fronteira ©(0) = @(a) = 0 implica que (8) tem solu¢do ndo identicamente nula somente se A < 0, mais

que isso A tem que ter valores dados por

n2m?

A=——,n=1,23,...
2"

ou seja, o problema de valor de fronteira tem solugées fundamentais

0
00) = sen%, paran =1,2,3,...



2.2
ner
Substituindo-se A = —

2 na equagao diferencial (9) obtemos

n2

2R () +rR'(r) —

R(r) =0,
que tem como solugdo
R(r) =c1+cyInr, paran=0; R(r) = clr’% +czr%, paran =1,2,3,....

Como R(r) tem que estar definido para r = 0, as solugdes fundamentais sdo

nm
o

Ry(r)=r«, paran=1,2,3,....

Logo o problema formado pela equacdo diferencial parcial e as condi¢des de fronteira tem solugdes fundamentais da

forma

un(r,0) = R(r)®(0) = r'% sen HTNB.

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

nn nmd
3

r @ cysen " (10)

gk

u(r,0) = icnun(r,e) =

n=1

Entdo para satisfazer a condigdo u(a,0) = f(6), temos que impor a condicdo

)

nn nr
f(0) =u(a,0)=Y ax Cnsen — .

n=1

Esta ¢ a série de Fourier de f(6) de senos com periodo 2a. Assim, se a fungdo
f:10,a] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da
série sdo dados por

nmw

2 [« 0
aTcn:E/Of(G)sen%dG, paran=1,2,3...

. Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcéo de r por uma fungéo de 6, ou seja,
u(r,0) = R(r)0(0).
Derivando e substituindo na equagdo diferencial obtemos

R'(0(6) + R (0(6) + 5R()O(0) =0,

que pode ser reescrita como
@"(6) _ _2R"(r) _ R(r)

o6) "R "R

O primeiro membro depende apenas de 6, enquanto o segundo depende apenas de r. Isto s6 é possivel se eles forem
iguais a uma constante, ou seja,

0'(0) _ _LR'() _ R

o0 ~ "R Ry

Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordinérias com a condigdo de ®(0) ser periodica de periodo 27

0, ©(0) =0(0+2n1), 1)
0.

?R"(t) + R (r) + AR(r) = 0, R(a) (12)

{ @"(0) — A0O(6)

A equacdo ©"(0) — AO() = 0 pode ter como solugdes,



Se A >0: ©6) = creV0 4 cpe VA0,
Se A —0: ©(6) = ¢ + caf.
SeA<0: O) =c sen(\/je) +c COS(\/T/\Q),

A condigdo O(0) = ©(0 + 27), para todo 0 € R, implica que (11) tem solucdo ndo identicamente nula somente se A < 0,
mais que isso A tem que ter valores dados por

A=—-n? 1n=0,1,23,...

ou seja, o problema de valor de fronteira (11) tem solugdes fundamentais

oM (6) = cosn, paran=0,1,23,...
9512)(9) = sennf, paran =1,2,3,...
Substituindo-se A = —#n% na equagao diferencial (12) obtemos

2R"(t) +rR'(r) — n®R(r) = 0,
que tem como solugao
R(r)=c¢1+cInr, paran =0; R(r) =cyr " +cpr", paran =1,2,3,....
Como R(a) = 0, as solugdes fundamentais sdo
Ro(r) =In g, Ru(r) =1"— a2y, paran =1,2,3,....
Logo o problema formado pela equagéo diferencial parcial e a condigdo de que u(a,6) = 0 tem solugdes fundamentais

up(r,0) =1In 2,

uf11>(1',9) = R,,(r)@,(f)(f)) =" cosnb, ug,z)(r,(?) = Rn(r)®,(42)(9) = 1" sennf.

Vamos supor que a solugdo do problema de Dirichlet seja a série

u(r,0) = c¢oln 2 + Z (cy,ug,l)(r,e) + dnuﬁ,z)(r,é))) (13)
n=1
_ _ an = n 2n,—n
= o1 lnu) + Y (" —a®"r ") (cy cos n + d, sen nf). (14)
n=1

Entdo para satisfazer a condigdo u(b,6) = g(6), temos que impor a condi¢do

g(0) =u(b,0) =co lng +Y (- a*b")(cy cos 0 + d,, sen nf).
n=1

Esta é a série de Fourier de g(6) com periodo 271. Assim, se a fungdo g : [0,271] — R é continua por partes tal que a sua
derivada ¢’ também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sdo dados por

1 b = Lo 0) do
Y I GL
n 2np,—n 1 2
" - b e, = /O (8) cos 6 d6, (15)
n 2np,—n 1 2
" —a"b™"d, = E/ g(0) sennb deo.
Jo

paran=1,2,3...
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