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Uma série de potências de x é uma expressão da forma

∞

∑
n=0

anxn = a0 + a1x + a2x2 + . . . ,

em que a0, a1, a2, . . . são números denominados coeficientes da série. Podemos definir
uma função f (x) que associa a cada valor de x, para o qual existe o limite

lim
N→∞

N

∑
n=0

anxn = lim
N→∞

(a0 + a1x + a2x2 + . . . + aNxN),

o valor deste limite e escrevemos

f (x) =
∞

∑
n=0

anxn = a0 + a1x + a2x2 + . . .

O maior valor de r para o qual o limite acima existe para |x| < r, ou seja, a série
converge é chamado raio de convergência da série.

Exemplo 1. A série geométrica

f (x) = 1 + x + x2 + . . . =
∞

∑
n=0

xn = lim
N→∞

1− xN+1

1− x
=

1
1− x

, para |x| < 1

tem raio de convergência r = 1.

A seguir apresentamos as propriedades das séries de potências que são usadas no
estudo das soluções de equações diferenciais em série de potências.
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Proposição 1. São válidas as seguintes propriedades para as séries de potências:

(a) Se f (x) =
∞

∑
n=0

anxn tem raio de convergência r1 > 0 e g(x) =
∞

∑
n=0

bnxn tem raio de

convergência r2 > 0, então para todos os números α e β,

α f (x) + βg(x) = α
∞

∑
n=0

anxn + β
∞

∑
n=0

bnxn =
∞

∑
n=0

(αan + βbn)xn,

tem raio de convergência que é pelo menos r = min{r1, r2}.

(b) Se f (x) =
∞

∑
n=0

anxn = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + · · · tem raio de convergência r > 0,

então para k, l = 0, 1, 2, . . .

(αxk + βxl) f (x) = αxk
∞

∑
n=0

anxn + βxl
∞

∑
n=0

anxn = α
∞

∑
n=0

anxn+k + β
∞

∑
n=0

anxn+l

= α
∞

∑
n′=k

an′−kxn′ + β
∞

∑
n′=l

an′−lxn′ = α
∞

∑
n=k

an−kxn + β
∞

∑
n=l

an−lxn.

(c) Se f (x) =
∞

∑
n=0

anxn = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + · · · tem raio de convergência r > 0,

então f (x) tem derivadas de todas as ordens, para |x| < r e

f ′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x2 + · · · =
∞

∑
n=1

nanxn−1 =
∞

∑
n=0

(n + 1)an+1xn

f ′′(x) = 2a2 + 2 · 3x + 3 · 2x2 + · · · =
∞

∑
n=2

(n− 1)nanxn−2 =
∞

∑
n=0

(n + 1)(n + 2)an+2xn

f (k)(x) =
∞

∑
n=k

(n− k + 1) · · · (n− 1)nanxn−k =
∞

∑
n=0

(n + 1)(n + 2) · · · (n + k− 1)an+kxn

(d) Se
∞

∑
n=0

anxn = 0, para todo x, com |x| < r e r > 0, então an = 0, para n = 0, 1, 2, . . .
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Demonstração.

(a) Para x tal que |x| < min{r1, r2} temos

α f (x) + βg(x) =

α lim
N→∞

N

∑
n=0

anxn + β lim
N→∞

N

∑
n=0

bnxn = lim
N→∞

N

∑
n=0

(αan + βbn)xn.

(b) Para x tal que |x| < r temos

(αxk + βxl) f (x) = (αxk + βxl) lim
N→∞

N

∑
n=0

anxn = lim
N→∞

(αxk + βxl)
N

∑
n=0

anxn

= lim
N→∞

(
α

N

∑
n=0

anxn+k + β
N

∑
n=0

anxn+l

)

= α lim
N→∞

N

∑
n=0

anxn+k + β lim
N→∞

N

∑
n=0

anxn+l.

(c) Basta provarmos para a primeira derivada. Como

n
√
|nanxn| = n

√
n n
√
|an| |x|

e limn→∞
n
√

n = 1, então ∑∞
n=1 nanxn = x ∑∞

n=1 nanxn−1 e ∑∞
n=0 anxn possuem o

mesmo raio de convergência. Assim a série ∑∞
n=1 nanxn−1 converge para |x| < r.

Sejam s, t tais que 0 < |x| ≤ s < t < r. Então,
existe K > 0 tal que n|an|tn−1 ≤ K e assim

|nanxn−1| ≤ n|an|tn−1 sn−1

tn−1 ≤ K
( s

t

)n−1
.

Seja ε > 0. Sejam

g(x) =
∞

∑
n=1

nanxn−1,

SN(x) =
N

∑
n=1

anxn,

qN(x, h) =
SN(x + h)− SN(x)

h
,



5

q(x, h) =
f (x + h)− f (x)

h
.

Existe N0 ∈ N tal que M, N > N0 implica
N

∑
n=M

K
( s

t

)n−1
<

ε

3
. Então

|S′N(x)− S′M(x)| =
∣∣∣∣∣ N

∑
n=M

nanxn−1

∣∣∣∣∣ ≤ N

∑
n=M

∣∣∣nanxn−1
∣∣∣ ≤ N

∑
n=M

K
( s

t

)n−1
<

ε

3
, (1)

para todo x ∈ [−s, s]. Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a
infinito obtemos

|S′N(x)− g(x)| ≤ ε

3
. (2)

Sejam M, N > N0. Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a SN(x)− SM(x) e por
(1) obtemos que existe ξ entre x e x + h tal que

|qN(x, h)− qM(x, h)| = |S′N(ξ)− S′M(ξ)| < ε

3
.

Deixando N fixo e passando ao limite quando M tende a infinito obtemos

|qN(x, h)− q(x, h)| ≤ ε

3
, para todo h tal que x + h ∈ [−s, s]. (3)

Como lim
h→0

qN(x, h) = S′N(x), existe δ > 0 tal que 0 < h < δ implica que

|qN(x, h)− S′N(x)| < ε

3
(4)

De (3), (4) e (2) segue-se que

|q(x, h)− g(x)|
≤ |q(x, h)− qN(x, h)|+ |qN(x, h)− S′N(x)|+ |S′N(x)− g(x)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
.

(d) Usando o item anterior temos que

f (0) = a0 = 0, f ′(0) = a1 = 0, f ′′(0) = 2a2 = 0, . . . f (k)(0) = (k− 1)! ak = 0.

Logo todos os coeficientes da série são iguais a zero.


