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Exemplo 1. Considere o sistema

{x’l(t) = x1(t) — x(t)
x(t) = —4x(t) + xt)

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como
X'(t) = AX(t),

xl(t

enqxto= [ o[ 2 oo [25]

A matriz
1 -1
A=
é diagonalizavel e as matrizes

11 A O 3 0
petv =]z e o= =[5 3]
sdo tais que
A=PDP .

Portanto a solugdo geral do sistema é

) [ ma [ L e 2]

Um gréfico mostrando diversas solu¢des aparecem na Figura 1. Este tipo de grafico,
em que desenhamos no plano cartesiano varias curvas (x1(t), x2(t)), solugdes do sis-
tema, é chamado retrato de fase. As curvas (x;(t), x2(t)), solugdes do sistema, sdo
chamadas trajetdrias.

Para c; = 0 as trajetérias estdo contidas na reta que passa pela origem e tem direcdo
do vetor V. = (1,—2), como pode ser visto mais facilmente fazendo a mudanca de

' X(f)zclegt{_lz}zclf'[_z}

variaveis t' = ¢’ em

Estas trajetorias se afastam da origem, quando f cresce. Para c¢; = 0 as trajetérias estdo
contidas na reta que passa pela origem e tem diregdo do vetor W = (1,2), como pode
ser visto mais facilmente fazendo a mudanca de varidveis ' = ¢~ em

c-ort[}] o 1]



Estas trajetérias se aproximam da origem, quando f cresce. Parac; # 0Oecy # O,
temos curvas semelhantes a hipérboles, como pode ser visto mais facilmente fazendo

a mudanca de variaveis ' = ¢* em

o e [1] o & e 1]

Estas trajetérias se aproximam da reta que passa pela origem, e tem dire¢do do vetor
V = (1,-2), quando ¢ cresce.

A disposigdo das trajetdrias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os
autovalores de A sdo reais ndo nulos com sinais contrérios. Neste caso, dizemos que a
origem é um ponto de sela.
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Figura 1: Trajetérias do sistema do Exemplo 1




Exemplo 2. Considere o sistema

{x{(t) = 3x(t) — xt)
xh(f) = —2x1(t) + 2x(t)

A matriz do sistema A é diagonalizavel e as matrizes
_ 11 -1 (A0 |10
P_[VW]_{z 1] eD‘{OAJ_[o 4}

A= PDpP 1,

sdo tais que

Portanto a solugdo geral do sistema de equagdes diferenciais é dada por

| =a¢[2]ree | 5]

O plano de fase com varias trajet6rias é mostrado na Figura 2. Para c; = 0 as trajetérias
estdo contidas na reta que passa pela origem e tem dire¢do do vetor V. = (1,2), como
pode ser visto mais facilmente fazendo a mudanca de variaveis t' = e’ em

X(t):clet{;}:clt’{;}.

Para c; = 0 as trajetérias estdo contidas na reta que passa pela origem e tem direcdo
do vetor W = (—1,1), como pode ser visto mais facilmente fazendo a mudanga de

T e a1,

variaveis t' = e* em
Para c; # 0 e ¢y # 0, temos curvas semelhantes a parabolas, como pode ser visto mais
facilmente fazendo a mudanca de varidveis t’ = ef em

1 —1 1 -1
X(t):C1€t|:2:|+Cze4t|: 1 ] :Cltl{2}+02tl4|: 1].

Todas as trajetérias se afastam da origem quando ¢ cresce.

A disposicgdo das trajetorias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os
autovalores de A sdo reais e positivos. Neste caso, dizemos que a origem é um né
instavel ou fonte. No caso em que os autovalores de A reais e negativos as trajetérias
sdo semelhantes, mas percorridas no sentido contrério as da Figura 2. Neste caso,
dizemos que a origem é um né atrator ou sumidouro.
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Figura 2: Trajetérias do sistema do Exemplo 2

Exemplo 3. Considere o sistema

{x’l(t) = —x1(t) + 2x(t)
() = —x(t) +  x(t)

Este sistema pode ser escrito na forma X'(t) = AX(t), em que

SRR
A__—l 1_

A matriz _ }
-1 2

A__—l 1_

é diagonalizdvel em C e as matrizes

- 1—i 1+i A1 0
PZ[ZZ]Z{ 1 1} e Dzlol Xl}

sdo tais que
A=PDP !



Portanto a solugdo do sistema de equagdes diferenciais é dada por
xa(t) | _ it| 1—1 o Joip | 1—i
{xz(t)} = 013?{6 [ 1 +cp e 1
1 -1 -1 1
= (1 (cost{l}—sent[ O})+cz (cost{ O]—ksent{l})

Os gréficos de diversas solugdes aparecem na Figura 3. As trajetdrias sdo elipses e
osentidoéodeV = (1,1) para —W = (1,0) oude W = (—1,0) para V = (1,1), como
pode ser visto mais facilmente se reescrevemos a solugdo geral como

a1 ) (o[ 1] 3]

A disposi¢do das trajetdrias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os
autovalores de A sdo complexos com a parte real igual a zero. Neste caso, dizemos que
a origem € um centro.
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Figura 3: Trajetorias do sistema do Exemplo 3



Exemplo 4. Considere o sistema

xj(t) = =Bxi(t) + 2x(t),
xh(t) = —4dxi1(t) +  x(t).
A matriz do sistema é
A -3 2
Tl -4 1|

A matriz A é diagonalizdvel em C e as matrizes

oo 1 A 0] [-1420 o0
P_[ZZ]_{qui 1—i}eD_{0 Xl]—{ 0 —1—21']

sdo tais que
A=PDP 1.

Portanto a solugdo do sistema de equagdes diferenciais é dada por

B I G P S G Pl

= ce! (cosZt [ i } — sen 2t { (1) }) +cpet (cosZt [ (1) } + sen 2t { 1 })

Plano de fase contendo diversas trajetérias aparecem na Figura 4. As trajetérias sdo
espirais com sentido V = (1,1) para —W = (0,—1) oude W = (0,1) para V = (1,1),
como pode ser visto mais facilmente se reescrevemos a solugao geral como

A H M I H )]

A disposi¢do das trajetorias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os
autovalores de A sdo complexos com a parte real negativa. Neste caso, dizemos que
a origem é um foco atrator ou sumidouro espiral. Se os autovalores de A fossem
complexos com a parte real positiva as trajetorias seriam espirais crescentes percorridas
no mesmo sentido que as da Figura 4. As trajetérias para o caso em que P é a mesma
matriz deste exemplo, mas com autovalores 1 &= 2i estd mostrado na Figura 5. Neste
caso, a origem é um foco instavel ou fonte espiral.
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Figura 4: Trajetérias do sistema do Exemplo 4
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Figura 5: Trajetérias de um sistema cujos autovetores sdo os mesmos da matriz do
Exemplo 4, mas com autovalores iguais a 1 + 2i.
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Exemplo 5. Considere o sistema

{ () = —x(t) +  xf(t),
() = —x() — 3x()
A matriz do sistema é
A — -1 1

-1 -3

As matrizes
10 Al -2 1

sdo tais que

A=pjp1.

Portanto a solucdo geral do sistema é dada por
xalt) | _ o 1 2t (|0 1
{ X (1) } = (1€ { 1 + coe 1 +t 1 .

A Figura 6 é o plano de fase contendo diversas trajetérias. Para c; = 0 as trajetérias
estdo contidas na reta que passa pela origem e tem direcdo do vetor V. = (1,-1),
como pode ser visto mais facilmente fazendo a mudanga de variaveis t' = e~ em

co-ae[ 4] -e] 1]

As trajetérias se aproximam da origem quando t cresce. Para c; # 0, vamos reescrever
a solugdo geral como

X())=e™ (Cl { 4 } “Z{Hmt { ¥ D

L L o 1 0
Observamos inicialmente que o ponto inicial da trajetéria é c; 1 } + 0 [ 1 } e que

0

1 } + ot [ _1 }, representa uma

1
a parte que estd entre parénteses, c; [ _1 ] +c2 [

reta que passa por ¢; { _i ] +c [ (1) } e tem dire¢do de V = (1, —1).
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A reta que passa pela origem e tem dire¢do de V = (1, —1) divide o plano em dois
semiplanos. Se o ponto inicial estd do mesmo lado de W = (0,1), entdo c; > O e
o ponto X(t) se move com o seu comprimento sendo reduzido do fator e=?, sendo
puxado no sentido de V = (1, —1), quando ¢ cresce. Se o ponto inicial estd do lado
oposto ao de W = (0,1), entdo ¢, < 0 e o ponto X(f) se move com o seu comprimento
sendo reduzido do fator e—2, sendo puxado no sentido de —V = (—1,1), quando ¢
cresce.

A disposi¢do das trajetorias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que a matriz
A ndo é diagonalizavel em C e o tnico autovalor é negativo. Neste caso, dizemos que
a origem é um né impréprio assintoticamente estavel.

Se neste exemplo, o tnico autovalor de A, A, fosse positivo as trajetérias seriam
desenhadas da seguinte forma. Se o ponto inicial estd do mesmo lado de W = (0, 1),
entdo c; > 0 e o ponto X(t) se move com o seu comprimento sendo aumentado do
fator !, sendo puxado no sentido de V = (1, —1), quando t cresce. Se o ponto inicial
estd do lado oposto ao de W = (0,1), entdo ¢; < 0 e o ponto X(t) se move com o
seu comprimento sendo aumentado do fator e*, sendo puxado no sentido de —V =
(—=1,1), quando ¢ cresce. As trajetérias para o caso em que P é a mesma matriz deste
exemplo, mas A = 2 estd mostrado na Figura 7. Neste caso, dizemos que a origem é
um né impréprio instavel.
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Figura 6: Trajetérias do sistema do Exemplo 5
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Figura 7: Trajetérias de um sistema que cuja matriz P é a mesma do Exemplo 5, mas

com o autovalor A = 2.



