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Estudaremos as (seg¢oes) conicas, curvas planas que sao obtidas da intersegdo de um cone
circular com um plano. Vamos estudar a elipse, a hipérbole e a parabola, que sao chamadas
de conicas nao degeneradas. Vamos defini-las em termos de lugares geométricos. As outras
conicas, que incluem um tnico ponto, um par de retas, sao chamadas cOnicas degeneradas.

1 Conicas Nao Degeneradas

1.1 Elipse

Defini¢ao 1.1. Uma elipse é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano tais que a soma das
distancias de P a dois pontos fixos F} e Fy (focos) é constante, ou seja, se dist(F, Fy) = 2c,
entao a elipse é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

dist(P, F1) + dist(P, Fy) = 2a, em que a > c.

Proposicao 1.1.  (a) A equagdo de uma elipse cujos focos sio Fy = (—c,0) e Fy = (¢,0) €
2?2
2 + I L, (1)

em que b = +va? — 2.

(b) A equagio de uma elipse cujos focos sao Fy = (0,—c) e Fy = (0,¢) €
R
7 + 2 L, (2)

em que b =+a? — 2.
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A) = (—a,0) Ag = (a,0) Ay = (0, —a) ) Ag = (0,a)
Bi = (~b,0) Bs = (b,0) B1 = (~b,0) Bs = (b,0)
Fiy = (-c,0) Fz = (c,0) Fy =(0,—c) A1 Fy = (0,¢)
Figura 1: Elipse com focos nos pontos F) = Figura 2: Elipse com focos nos pontos F =
(—c,0) e Fy = (c,0) (0, —c) e F5, = (0,¢)

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracao da segunda parte. A elipse é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, Fy) + dist(P, F») = 2a,

ou seja,
| PEy |+ 1] PEy || = 2a,

que neste caso é

Vgt e+ + /(- +y2 =20
ou
(x+c)2+y?=2a—+/(x—c)2+y2.

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos

av/(r—c)2+1y2=a’—czx.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos
(a® — A)a? + a’y* = a*(a* — &)

Como a > ¢, entao a® — ¢® > 0. Assim, podemos definir b = v/a? — 2 e dividir e equacio acima
por a?b? = a*(a® — ¢*), obtendo (1). O

Nas Figuras 1 e 2, os pontos A; e Ay sao chamados vértices da elipse. Os segmentos A; A,
e B1B, sao chamados eixos da elipse. A reta que passa pelos focos é chamada eixo focal.
c

A excentricidade da elipse é o nimero e = —. Como, ¢ < a, a excentricidade de uma elipse é

um nuimero real nao negativo menor que 1. (Slbserve que se F} = F;, entao a elipse reduz-se a
circunferéncia de raio a. Além disso, como ¢ = 0, entdao e = 0. Assim, uma circunferéncia é
uma elipse de excentricidade nula.

A elipse é a curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao passa pelo
vértice, ndo é paralelo a uma reta geratriz (reta que gira em torno do eixo do cone de forma
a gera-lo) e que corta apenas uma das folhas da superficie.
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Figura 3: Elipse obtida seccionando-se um Figura 4: Hipérbole obtida seccionando-se
cone com um plano um cone com um plano

1.2 Hipérbole

Defini¢ao 1.2. Uma hipérbole é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano tais que o médulo
da diferenga entre as distancias de P a dois pontos fixos F; e F, (focos) é constante, ou seja,
se dist(F}, F) = 2¢, entdo a hipérbole é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

|dist(P, F}) — dist(P, Fp)| = 2a, em que a < c.

Proposicao 1.2.  (a) A equagdo de uma hipérbole cujos focos sio Fy = (—¢,0) e Fy = (c,0)
é

2 2
T Y
R )
e das assintotas (retas para onde a curva se aprorima, quando x — £00),
b
Yy = :E—:L‘,
a

em que b = +/c? — a?.

(b) A equagao de uma hipérbole cujos focos sao Fy = (0,—c) e Fy = (0,c¢) €
2 2
Yy
R @
e das assintotas (retas para onde a curva se aproxima, quando r — +00),

a
=+—
z by,

em que b =+/c? — a?.
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A1 =(-0a,0) | Ap=(a,0) A1=(0,-a) | 42 =(0,0)
Fi=(=c,0) | F2=(c0) Fi=0-q | F2=(00)
Figura 5: Hipérbole com focos nos pontos Figura 6: Hipérbole com focos nos pontos
Fy =(—¢0) e Fy = (c,0) Fy =(0,—c) e F, =(0,c¢)

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracao da segunda parte. A hipérbole é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, Fy) — dist(P, F3) = +2a,

ou seja,
| PEV [ = || PFy || = £2a,

que neste caso €

Vato2+y—/(@— 0’ +y? =42

VET P i = 42+ T TP

Elevando ao quadrado e simplificando, temos

tay/(r — )2+ 12 =a® —cz.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando, temos

ou

(a2 o 02)$2 +a2y2 — a2(&2 _ 02)
Como a < ¢, entdo ¢ —a? > 0. Assim, podemos definir b = /¢ — a? e dividir e equacao acima
por —a?b? = a*(a® — ¢?), obtendo (3).
Se a equacao (3) é resolvida em y obtemos y = ig\/xz —a? que, para x > 0, pode ser
escrita como

O mesmo ocorre para x < 0, quando x tende a —oo (verifique!). O
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Nas Figuras 5 e 6, os pontos A; e Ay sao chamados vértices da hipérbole. A reta que
, . . . 7 7 7 c
passa pelos focos é chamada eixo focal. A excentricidade da hipérbole é o nimero e = —.

a
Como, ¢ > a, a excentricidade de uma hipérbole é um nimero real maior que 1. A hipérbole é
a curva que se obtém seccionando-se um cone por um plano paralelo ao seu eixo que nao passa
pelo vértice.

1.3 Parabola

Figura 7: Parabola obtida seccionando-se um cone com um plano

Defini¢ao 1.3. Uma parébola é o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano eqiiidistantes de
uma reta r (diretriz) e de um ponto F' (foco), ndo pertencente a r, ou seja, a pardbola é o
conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P, F') = dist(P,r) .

Proposicao 1.3.  (a) A equagio de uma pardbola com foco F = (p,0) e reta diretriz r :
rT=-—pé

y? = dpx. (5)

(b) A equagao de uma pardbola com foco F = (0,p) e reta diretrizr: y= —p €

x? = 4dpy. (6)
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4 F = (0,p)
Py = (0,0) X

F = (p,0)

Py = (0,0) T y=—p
Figura 8: Pardbola com foco no ponto F' = Figura 9: Pardbola com foco no ponto F' =
(p,0)ep>0 (0,p)ep>0

Demonstracao. Vamos provar a primeira parte e deixamos para o leitor, como exercicio, a
demonstracao da segunda parte. A pardbola é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

dist(P, F') = dist(P,r),

que neste caso €

Vi(z—=p)? 492 =lz+p|,

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (5). O
N y i
I rey=-p
« Py .
X
F
F Py _
X
F = (p,0) F = (0,p)
Py = (0,0) Py = (0,0)
Figura 10: Pardbola com foco no ponto F' = Figura 11: Pardbola com foco no ponto F' =
(p,0) ep <0 (0,p) ep <0

Nas Figuras 8, 9, 10 e 11, o ponto Fy é o ponto da parabola mais préximo da reta diretriz
e é chamado de vértice da parabola. A parabola é a curva que se obtém seccionando-se um
cone por um plano paralelo a uma reta geratriz do cone conforme a Figura 7 na pagina 5.



1.4 Caracterizacao das Conicas

Vamos mostrar a seguir que todas as conicas nao degeneradas, com excecao da circunferéncia,
podem ser descritas de uma mesma maneira.
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Figura 12: Elipse, um de seus focos e a reta Figura 13: Hipérbole, um de seus focos e a
diretriz a direita reta diretriz a direita

Proposicao 1.4. Seja s uma reta fiza (diretriz) e F' um ponto fixo (foco) ndao pertencente a
s. O conjunto dos pontos do plano P = (x,y) tais que

dist(P, F') = edist(P, s), (7)
em que e > 0 € uma constante fixa, ¢ uma conica.
(a) Se e =1, entao a conica € uma pardbola.
(b) Se0 < e<1, entao a conica é uma elipse.
(¢c) See>1, entdo a conica é uma hipérbole.

Reciprocamente, toda conica que nao seja uma circunferéncia pode ser descrita por uma equagao
da forma (7).

Demonstracao. Se e = 1, a equagao (7) é a propria definigdo da parabola. Vamos considerar
o caso em que e > 0, com e # 1. Seja d = dist(F,s). Sem perda de generalidade podemos

. . . p
tomar o foco como sendo o ponto F' = (p,0) e a diretriz como sendo a reta vertical s : x = -,
e
2 . N . . . 2
em que p = 1dfeg se a reta s estiver a direita do foco F' (Figuras 12 e 13) e p = 6‘;: se a reta s

estiver a esquerda do foco F' (Figuras 14 e 15).
Assim o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

dist(P, F') = edist(P, s),
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Figura 14: Elipse, um de seus focos e a reta Figura 15: Hipérbole, um de seus focos e a
diretriz a esquerda reta diretriz a esquerda
pode ser descrito como sendo o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que
p
— 2 2 _ _Z
TP R el 2|
Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
(1—ez*+y*=p° R
o2
que pode ainda ser escrito como
22 y?
=t s = b (8)
e? e?

Se 0 < e < 1, esta é a equacao de uma elipse. Se e > 1, é a equacao de uma hipérbole.
Para mostrar a reciproca, considere uma elipse ou hipérbole com excentricidade e > 0 e
um dos focos em F' = (p,0). E facil verificar que (8) é a equagao desta conica e portanto (7)

também o ¢, com a reta diretriz sendo s : x = =. O
e



Exercicios Numéricos

. Reduzir cada uma das equacgoes de forma a identificar a conica que ela representa e faca
um esbog¢o do seu grafico:
a) 4a? +2y* =1
() ) Yy (C) x2—9y2:9
(b) 2*+y=0

. Escreva as equagoes das seguintes elipses:

(a) Os focos sao F; = (—1,2) e Fy = (3,2) e satisfaz dist(P, Fy) + dist(P, Fy) = 6;
(b) Os focos sao F} = (—1,—1) e Fy = (1,1) e satisfaz dist(P, F}) + dist(P, F») = 4;

. Escreva as equacoes das seguintes hipérboles:

(a) Os focos sao F; = (3,—1) e Fy = (3,4) e satisfaz |dist(P, F}) — dist(P, Fy)| = 3;
(b) Os focos sao Fy = (—1,—1) e Fy = (1,1) e satisfaz |dist(P, Fy) — dist(P, Fy)| = 2;
. Escreva as equacoes das seguintes parabolas:

(a) O foco é F' = (0,2) e diretriz y = —2;

(b) O foco é F = (0,0) e diretriz z + y = 2;

Exercicios Teoricos

. Mostre que a equacao da elipse com focos nos pontos Fy = (xg — ¢, 40) € Fo = (20 + ¢, yo)
e satisfaz
dist(P, F) + dist(P, F3) = 2a, em que a > ¢

(90 - $0)2 (y - yo)2
a? + P L

em que b = va? — 2.

. Mostre que a equagao da hipérbole com focos nos pontos Fy = (zg—c, o) e Fo = (xo+¢, yo)
e satisfaz
|dist(P, Fy) — dist(P, F»)| = 2a, em que a < ¢

(z — 20) _ (y — w0)? -1

a? b2 ’

em que b = v/c2 — a?.

. Mostre que a equagao da pardbola com foco no ponto F' = (zg + p, o) e reta diretriz
r:r=x9—pé

(y — 90)2 = 4p(z — x0).
. Seja uma elipse ou hipérbole com um dos focos em F' = (p,0). Definindo aretar : z = =

2 Y
(&
em que e é a excentricidade.



(a) Mostre que

72 2
7z Traa 1
e2 e2

é a equacao desta conica.
(b) Mostre que esta conica pode ser descrita pelo conjunto de pontos P = (z,y) tais que

dist(P, F') = edist(P,r).
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2 Coordenadas Polares e Equacoes Paramétricas

y A

<y

Figura 16: Ponto P do plano em coordenadas polares (r, ) e cartesianas (x,y)

Até agora vimos usando o chamado sistema de coordenadas cartesianas, em que um
ponto do plano é localizado em relagao a duas retas fixas perpendiculares entre si. Vamos
definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coordenadas polares em
que um ponto do plano é localizado em relacdo a um ponto e a uma reta que passa por esse
ponto.

Escolhemos um ponto O (usualmente a origem do sistema cartesiano), chamado polo e uma
reta orientada passando pelo polo chamada eixo polar (usualmente tomamos o préprio eixo
x do sistema cartesiano). No sistema de coordenadas polares um ponto no plano é localizado

—

dando-se a distancia do ponto ao polo, r = dist(P, O) e o angulo, 6, entre os vetores OP e um
vetor na direcao e sentido do eixo polar, com a mesma convencao da trigonometria, ou seja,
ele é positivo se medido no sentido anti-horério a partir do eixo polar e negativo se medido no
sentido horario a partir do eixo polar. As coordenadas polares de um ponto P do plano sao
escritas na forma (7, 6).

Segue facilmente as relagoes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas polares.

Proposicao 2.1. Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas polares coinci-
dem com a origem e o eixo z do sistema de coordenadas cartesianas, respectivamente. Entao a
transformacao entre os sistemas de coordenadas polares e o de coordenadas cartesianas podem
ser realizadas pelas equagoes

r=rcosf e y=rsend

r=\/x*+ 12

T
cosf) = —————— ¢ senf = Y

se x® +y? # 0.
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(r,0) = (|r],0 + )

Figura 17: Parar <0, (r,0) = (|r|,0 + )

Estendemos as coordenadas polares para o caso no qual r é negativo da seguinte forma:
parar <0, (r,0)=(|r[,0+ ).

Assim, (r,0) e (—r,0) estao na mesma reta que passa pelo polo, a distancia |r| do polo, mas
em lados opostos em relagao ao polo.

25F

15

05

051

Figura 18: Circunferéncia com equacao em coordenadas polares r —2cosf — 2senf = 0

Exemplo 2.1. Vamos determinar a equagao em coordenadas polares da circunferéncia cuja
equacao em coordenadas retangulares é

(o =1+ (y =17 =2

ou simplificando
4+ y? =2 — 2y =0.
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Substituindo-se x por rcosf e y por rsenf obtemos
r? —2rcosf — 2rsenf = 0.
Dividindo-se por r ficamos com

r—2cosf —2senf = 0.

08

0.6

0.4

0.2

-0.21

-0.4r

-0.61

-0.81

1

Figura 19: Pardbola com equacao em coordenadas polares r = T cosd
— €08

Exemplo 2.2. Vamos determinar a equacao em coordenadas retangulares do lugar geométrico
cuja equagao em coordenadas polares é

- 1
"~ 1—cosf’
x
Substituindo-se r por \/x? + y? e cosf por —— obtemos
vty

/I2+y2:1;x
Var?

Ny

Somando-se z a ambos os membros obtemos

JEER =142

ou simplificando

Elevando-se ao quadrado obtemos
2> +y* = (1+2)
Simplificando-se obtemos ainda
y? =1+2r=2(z+1/2),

que é uma pardbola com foco na origem F' = (0,0) e reta diretriz = —1 (verifique!).
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2.1 Conicas em Coordenadas Polares

A equacao polar de uma conica, que nao é uma circunferéncia, assume uma forma simples
quando um foco F' estd no polo e a reta diretriz s é paralela ou perpendicular ao eixo polar.
Seja d = dist(F, s). Para deduzir a equagao polar das conicas vamos usar a caracterizagao dada
na Proposicao 1.4 na pagina 7, ou seja, que uma conica é o lugar geométrico dos pontos P que
satisfazem

dist(P, F') = edist(P, s)

Como o foco F' esta no polo, temos que dist(P, F') = r, em que (r, ) s@o as coordenadas polares
de P.

(a) Se a reta diretriz, s, é perpendicular ao eixo polar.

(i) Se a reta s estd a direita do polo, obtemos que dist(P,r) = d — rcosf. Assim a
equacao da conica fica sendo

r=e(d—rcosb).

Isolando r obtemos
de
r=—:
1+ ecosd
(ii) Se a reta s estd a esquerda do polo, obtemos que dist(P,s) = d + rcosf. Assim a
equacao da conica fica sendo

r=e(d+rcosf).
Isolando r obtemos
de
r=—.
1—ecosf

(b) Se a reta diretriz, s, é paralela ao eixo polar.

(1) Se areta s esta acima do polo, obtemos que dist(P,r) = d—rsenf. Assim a equagao
da conica fica sendo
r=e(d—rsend).

Isolando r obtemos

de
=
1+ esend

(ii) Se areta s esta abaizo do polo, obtemos que dist(P, ) = d+7rsenf. Assim a equacio
da conica fica sendo
r=e(d+rsend).

Isolando r obtemos
de

"7 —esenf’

Isto prova o seguinte resultado
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Proposicao 2.2. Considere uma cénica com excentricidade e > 0 (que ndo é uma circun-
feréncia), que tem um foco F no polo e a reta diretriz s € paralela ou perpendicular ou eixo
polar, com d = dist(s, F').

(a) Se a reta diretriz correspondente a F € perpendicular ao eizo polar e estd a direita do
polo, entao a equacgao polar da conica é

de
7‘:7
1+ ecosf

e se estd a esquerda do polo, entao a equacao polar da conica €

de

"= 1 —ecosf

(b) Se a reta diretriz correspondente a F' é paralela ao eizo polar e estd acima do polo, entdo

a equacao polar da conica € p
e

7“:7
1+ esend

e se estd abatxo do polo, entao a equagao polar da conica é

de

"= 1 —esend

y A
y A

<y
&S

<y

Figura 20: Parte de uma conica com foco
no polo e reta diretriz perpendicular ao eixo
polar a direita

Figura 21: Hipérbole com foco no polo e reta
diretriz perpendicular ao eixo polar a direita
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Figura 22: Parte de uma conica com foco
no polo e reta diretriz perpendicular ao eixo

polar a esquerda
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Figura 24: Parte de uma conica com foco
no polo e reta diretriz paralela ao eixo polar

acima
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Figura 23: Hipérbole com foco no polo e reta

diretriz perpendicular ao eixo polar a esquer-
da
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Figura 25: Hipérbole com foco no polo e reta
diretriz paralela ao eixo polar acima
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Figura 26: Parte de uma conica com foco
no polo e reta diretriz paralela ao eixo polar
abaixo

Figura 27: Hipérbole com foco no polo e reta
diretriz paralela ao eixo polar abaixo

Exemplo 2.3. Vamos identificar a conica cuja equagao em coordenadas polares é

4
= —
2+ cosf

Dividindo-se o numerador e o denominador do segundo membro da equacao por 2 obtemos

2

r=—,
1+%COSQ

que é a equagao em coordenadas polares de uma elipse com excentricidade igual a 1/2, um
dos focos no polo, reta diretriz x = 4 (coordenadas cartesianas) ou rcosf = 4 (coordenadas
polares). Vamos encontrar as coordenadas polares dos vértices. Para isso, fazemos 6 = 0 e
0 = 7 na equagao polar da elipse obtendo r = 4/3 e r = 4, respectivamente.

2.2 Circunferéncia em Coordenadas Polares

A forma mais simples da equacgao de uma circunferéncia em coordenadas polares ocorre quando
seu centro estd no polo. Neste caso a equagao é simplesmente r = a, em que a é o raio da
circunferéncia. Além deste caso, a equacao polar de uma circunferéncia assume uma forma
simples quando ela passa pelo polo e o seu centro esta no eixo polar ou na reta perpendicular
ao eixo polar que passa pelo polo.

(a) Se o centro estd no eixo polar.

(i) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C' = (a,0). Se P é um
ponto qualquer da circunferéncia, entao

a2 = ||CP|2=]OP—0C|2=|OP|?+|OCI|?-20P-0C

= 24+ 4% —2racosé.
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Figura 28: Circunferéncia que passa pelo po- Figura 29: Circunferéncia que passa pelo po-
lo com centro no eixo polar a direita lo com centro no eixo polar a esquerda

Assim,
r? = 2racosé

ou
r(r—2acosf) =0

Logo a equacao em coordenadas polares da circunferéncia é

r = 2acosf.

(ii) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C' = (a, 7). Se P é um
ponto qualquer da circunferéncia, entao
a’> = [|[CP|P=||OP-0C|P=|OP|P+]OC|?*-20P-0OC

= 7r?+a® —2racos(m — 0).

Assim,

r? = —2racosf

ou
r(r+2acosf) =0

Logo a equacao em coordenadas polares da circunferéncia é
r = —2acosb.

(b) Se o centro esta na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.

(i) Se o raio é igual a a e o centro em coordenadas polares é C' = (a,7/2). Se P é um
ponto qualquer da circunferéncia, entao

a2 = ||CP|2=]OP—0C|?=|OP|?+|OCI|?-20P-0C
= r’+a*—2racos(r/2 —0).
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Figura 30: Circunferéncia que passa pelo po- Figura 31: Circunferéncia que passa pelo po-
lo com centro acima do polo na reta perpen- lo com centro abaixo do polo na reta perpen-
dicular ao eixo polar que passa pelo polo dicular ao eixo polar que passa pelo polo
Assim,
r? = 2rasenf
ou

r(r —2asenf) =0

Logo a equacao em coordenadas polares da circunferéncia é

r = 2asenb.

Se o raio ¢ igual a a e o centro em coordenadas polares ¢ C' = (a, —7/2). Se P é um
ponto qualquer da circunferéncia, entao

a2 = ||CP|2=|OP—0C|?=|OP|?+|OCI|?-20P-0C
= r*+a®—2racos(—7/2 — 0).

Assim,

r?> = —2rasenf

ou
r(r +2asenf) =0

Logo a equacao em coordenadas polares da circunferéncia é

r = —2asenb.
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Proposicao 2.3. Considere uma circunferéncia de raio a que passa pelo polo cujo centro esta
no eixo polar ou na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo.

(a) Se o centro estd no eizo polar e & direita do polo, entdo a equagdo polar da circunferéncia
¢ dada por
r = 2acosf

e se o centro estd a esquerda do polo, entao a equac¢ao polar da circunferéncia é dada
por
r = —2acos#.

(b) Se o centro estd na reta perpendicular ao eixo polar que passa pelo polo e acima do polo,
entdo a equacdo polar é dada por
r = 2asend,

e se estd abaixo do polo, entao a equacgao polar da circunferéncia € dada por

r = —2asenb.

Exemplo 2.4. Uma circunferéncia cuja equagao em coordenadas polares é
r = —3cosf

passa pelo polo, tem raio igual a 3/2 e as coordenadas polares do seu centro sao (3/2, 7).

2.3 Equacoes Paramétricas

Seja
F(z,y) =0 (9)

a equagao de uma curva plana C em coordenadas retangulares. Sejam x e y fungoes de uma
terceira variavel ¢ em um subconjunto, Z, do conjunto dos niimeros reais, R, ou seja,

x=f(t) e y=g(t), paratodoteZ. (10)

Se para qualquer valor da variavel ¢t no conjunto Z, os valores de x e y determinados pelas
equagoes (10) satisfazem (9), entao as equagoes (10) sdo chamadas equagbes paramétricas da
curva C e a variavel independente ¢ é chamada parametro. Dizemos também que as equacoes
(10) formam uma representagao paramétrica da curva C. A representacao paramétrica de
curvas tem um papel importante no tracado de curvas pelo computador.

Exemplo 2.5. Seja a um numero real positivo fixo. A circunferéncia de equagao
* +y* =a’ (11)
pode ser representada parametricamente pelas equagoes

x=acost e y=asent, paratodot € [0,2n]. (12)
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Pois elevando ao quadrado cada uma das equagoes (12) e somando os resultados obtemos

2 + y2 =a’cos’t 4+ a’sen’t = a’.

A circunferéncia definida por (11) pode também ser representada parametricamente por

r=1t e y=+Va?—12, paratodot € [0,a?. (13)
ou por
r=t e y=—Va?—1t? paratodot e |0, a?. (14)

Apenas que com (13) obtemos somente a parte de cima da circunferéncia e com (14) obtemos
somente a parte de baixo.

y A y A

(cost,sent) (acost,asent)

(bcost,bsent)

(acost;bsent)
t t

X

x

Figura 32: Circunferéncia parametrizada Figura 33: Elipse parametrizada

Exemplo 2.6. A elipse de equagao
22 P
P + e 1 (15)

pode ser representada parametricamente pelas equagoes
r=acost e y=bsent, paratodote [0,2n]. (16)
Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equagao em (16), elevando ao quadrado

e dividindo por b? a segunda equacao em (16) e somando os resultados obtemos

ZEQ 2

—2+z_2 = cos’t +sen’t = 1.
a
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Exemplo 2.7. A hipérbole de equacao

1'2 y2

pode ser representada parametricamente pelas equagoes
x=asect e y=btant, paratodot € [0,2n], t# 7/2,37/2. (18)

Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equacao em (18), elevando ao quadrado
e dividindo por b* a segunda equagao em (18) e subtraindo os resultados obtemos

2 2
T
—2—‘7;—2 =sec’t — tan’t = 1.
a

Vamos apresentar uma outra representacao paramétrica da hipérbole. Para isso vamos
definir duas funcgoes

el + et et —et
A =5 e pi) =S (19)
A hipérbole definida por (17) pode, também, ser representada parametricamente por
r=afi(t) e y=>bfs(t), paratodoteR. (20)

Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equagao em (20), elevando ao quadrado
e dividindo por b* a segunda equagao em (20) e subtraindo os resultados obtemos

2?2 y? 1 1
= WP = (B = (P2 +e™) = (F =24+ ) =1 (21)
yA y A
01| -
\ oy I
N {6,/1//2) /,/‘//'/44 "
012
Figura 34: Cosseno hiperbdlico Figura 35: Seno hiperbélico

As funcgoes f1(t) e fo(t) definidas por (19) recebem o nome de cosseno hiperbélico e seno
hiperbélico, respectivamente e sdo denotadas por cosht e senht. De (21) segue a seguinte
relacao fundamental entre o cosseno e o seno hiperbdlicos

cosh®t — senh?¢ = 1. (22)
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e a representagao paramétrica (20) pode ser escrita como
r =acosht e y=0bsenht, paratodot e R.

Também
x = —acosht e y=bsenht, paratodoteR. (23)

é uma representacao paramétrica da hipérbole (17). Apenas que com (20) obtemos somente o
ramo direito da hipérbole e com (23), somente o ramo esquerdo.

y A y
(acost,asent)
(b, btant) :
oot (asect, btant) (—acosht,bsenht) (acosht,bsenht)
t
X X
Figura 36: Hipérbole parametrizada usando Figura 37: Hipérbole parametrizada usando
secante e tangente as fungoes hiperbdlicas

Exemplo 2.8. Vamos mostrar que a parametrizacao de uma curva em relagao a qual sabemos
sua equagao em coordenadas polares r = f(0) pode ser feita da seguinte forma

x = f(t)cost e y= f(t)sent. (24)
A equacao da curva em coordenadas cartesianas é

{ Vi +y? = f(0(z,y), se f(0(z,y)) =0
—Var+y? = f(0(z,y)), se f(0(x,y)) <O0.

Va2 +y? = [f(0(z,y))]. (25)

Para a parametrizagao (24) temos que

Va2 +y? = [0z, )| = V/(f(t)? cos?t + (f(1))?sent — |f(t)| = 0.

O que mostra que (24) é uma parametrizagao para (25) e portanto para r = f(#). Por exemplo,

ou

ecost esent

r=-— ¢ = —
1+ ecost y 1+ ecost

¢ uma parametrizagao de uma conica com excentricidade e > 0, reta diretriz localizada a direita
a uma distancia igual a 1 e um dos focos na origem.
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y A

(_ecost esent )
1Hecost’ 1+ecost

>y

Figura 38: Elipse com foco na origem para-
metrizada usando a sua férmula em coorde-
nadas polares
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( ecost esent )

Tfecost’ Tfecost

A\
<y

Figura 39: Hipérbole com foco na origem pa-
rametrizada usando a sua férmula em coor-
denadas polares



2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Exercicios Numéricos

Transformar a equacao em coordenadas retangulares em uma equagao em coordenadas
polares:

(a) 2> +y* =4 (c) 2 +9y*—2y=0

(b) 22 —y* =4 (d) 22 —4y—4=0

Transformar a equacao em coordenadas polares em uma equacao em coordenadas retan-
gulares:

N 2 (¢) r=9cosb
(a) 7= 1—3cosb (d) r = 3
(b) r=4send ~ 2+senf

Identificar a conica cuja equacao em coordenadas polares é dada. Determine a excentrici-
dade, a equagao da diretriz, a distancia da diretriz ao foco e as coordenadas polares do(s)
vértice(s):

(a) r= —— () r=—

Y T 9 92cosh 7 24 4cosh
6 4

(b) T:3+sen9 (d) T:2—30089

Determine o raio e e as coordenadas polares do centro da circunferéncia cuja equagao em
coordenadas polares ¢ dada:

(a) r=4cosd (¢) r=2cosf

(b) 7= —3senf (d) r

_ _4
= 3sen@

A equacao da trajetéria de uma particula langada do ponto Py = (0,0), com velocidade
vp, fazendo um angulo o com o eixo x e sujeita apenas a acao da aceleracao da gravidade

g ¢ dada por
9 2

= (tana)r — ————".
y=1( ) 208 cos? a

Mostre que

x = (vgcosa)t e y= (vpsena)t — gtz

sao equacoes paramétricas da trajetéria da particula.

Exercicios Teoricos

Se o centro de uma circunferéncia que passa pelo polo é (a, @), mostre que sua equagao
em coordenadas polares é
r = 2acos(f — «).
de

_ 1 —ecost o
polares do seu vértice e a equacao em coordenadas polares da reta diretriz.

de
1+ecosf

Se a conica de equagao r = representa uma parabola, determine as coordenadas

Se a conica de equagao r = representa uma elipse, mostre que o comprimento
2de

1—e

do seu eixo menor é =.
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2.9. Mostre que a equacao em coordenadas polares de uma elipse com um dos focos no polo,
que tem eixo maior igual a 2a e excentricidade e é

_a(l—¢€?)

 1—eccosh’
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