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Seja A uma matriz 3 X 3, com somente um autovalor A € R e autoespaco associado de dimensao
igual a 1. O seu polindémio caracteristico tem a forma p(t) = —(t — X\)(t* + bt + ¢), com
A =b? — 4¢ < 0. Neste caso a matriz nao tem a forma canonica de Jordan em R3.
a [/ 0
Vamos supor que existem matrizes P = [V W Ulsxg e D= |y 6 0] tais que A = PDP L.
0 0 A
Multiplicando-se A = PDP~! A direita por P:
a B 0
AP=PD S AlVWU|=[VWU] |y 6 0| < [AV AW AU] = [V +~yW BV + §W AU].
0 0 A

Portanto, AV = oV +~yW, AW = pV + W e AU = \U.
Ou seja, U é um autovetor associado a A e V e W sdo tais que o subespaco [V, W] é invariante
por A.

Reciprocamente, sejam V, W, U, tais que
AU = \U (1)
e {V,W} uma base do subespaco’
W= {X € R}(A* + bA + c[3) X = 0}.

Se X € W, entao (A% + bA + cl3) X = 0. Logo, (A% + bA + cl3)(AX) = A(A% + DA + c[3) X =
A0 =0, ou seja, AX € W. Portanto, existem «, 3,7, € R tais que

AV =aV +9W e AW = BV + 6W. (2)

Veja no final deste texto a demonstracdo de que W tem dimensio dois.
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Vamos mostrar que U, V, W sao LI. Se
zU +yV + W =0, (3)

entao

(A% + bA + cl3)(zU + yV + 2W) = 0,
Como, (A% + bA + cl3)(yV + 2W) = 0, entao

2(A% + bA + cI3)U = 0.

Como AU = AU, entao (A% + bA + cI3)U = (A\?> + bA + ¢)U # 0 e assim x = 0. Substituindo-se
x =0 em (3), obtemos
yV + 2W = 0.

Como {V, W} é uma base do subespaco W, entao y = z = 0. Portanto, U, V, W sao LI.
De (1) e (2) temos que

[AV AW AU = [V +~W BV + 6W AU,

que pode ser reescrito como

a [/ 0
AVWU]=[VWU] |y 6 0 ou AP =PD,
0 0 A
a [/ 0
emque D= |y § 0| eP=[VWU]sxs.
0 0 A

Como {V,W,U} é LI, entao P é invertivel e multiplicando-se AP = PD & direita por P!
obtemos
A=PDP.
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6 —3 -2
Exemplo 1 (Exercicio 1 da Secao 6.4 de [1]). Seja A= |4 -1 -2
10 =5 -3
O polinomio caracteristico de A é
6—1 -3 —2
p(t) =det(A—tl3) = det| 4 —t—1 -2 Ci < Cs
10 -5  —t-3
[ -2 -3 6-—t

= —det| -2 —t-—-1 4 Ly — Ly — Ly

= —det 0 2—t t—2

-2 =3 6-1
—t—3 -5 10
[ -2 33—t 6t
= —(t—2)det 0 0 1
—t—-3 5 10
-2 3t
= (t—2)det =—(t—-2)(t"+1
(t-2) [_t_35] (=2 +1)
Vamos encontrar a solugao de (A — 2I3)X =0 .
4 -3 =2 4 -3 -2 4 -3 =2
A—QI;J,: 4 -3 =2 L2—>L2—L1\ 0 0 0 L3—)5L1—2L3\ 0 0 0
10 =5 =5 10 =5 -5 0 =5 0

Logo, a solugio do sistema (A — 2I3)X =0 ¢

(X € R®|X = (a,0,20a).}
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4 -5 0 5 =5 0
A2=10 -1 0], A*+L;=1[0 0 0
10 —10 —1 10 —10 0

Logo, a solugio do sistema (A% + I3)X =0 é
(X e R)X = (o, 0, B) = a(1,1,0) + 5(0,0,1)}.
Sejam V = (1,1,0) e W = (0,0,1).
AV = (3,3,5) =3V +5W e AW =(-2,-2,-3)= —2V — 3.

Logo, as matrizes

1 01 3 =2 0
P=1100 e D=5 -3 0
01 2 0 0 2

sao tais que A = PDP~!,

Demonstragao de que dim(W) = 2
Se Y € J(A? 4+ bA + cl3), entao existe X € R? tal que
(A2 +bA+ch)X =Y.
Aplicando-se A — A3, obtemos pelo Teorema de Cayley-Hamilton , que
0=-p(A)X = (A - \L)Y.
Ou seja, Y € N(A — \3). Logo,
J(A® + bA + cI3) C N(A — \I3).
Assim, como a multiplicidade geométrica é menor ou igual a multiplicidade algébrica, entao

dim(J(A* + bA + cI3)) < dim(N(A — \I3)) = 1.
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Logo, pelo Teorema da dimensao do nicleo e da Imagem, temos que
dim(W) = dim(R?) — dim(J(A* + bA + cI3) > 2.

Além disso, N(A—AI3))NW = {0}, poisse AX = AX, entdo (A2+bA+cl3) X = (AN2+bA+c) X #
0, se X # 0. Como

dim(W + N(A — A3)) = dim(W) + dim(N(A — A3)) — dim(N(A — A3)) N'W),

entao
dim(W) < dim(R?) — dim(N(A — \I3)) = 2.
Portanto,
dim(W) = 2.
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