
Decomposição Primária de Matrizes 3x3
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Seja A uma matriz 3×3, com somente um autovalor λ ∈ R e autoespaço associado de dimensão

igual a 1. O seu polinômio caracteŕıstico tem a forma p(t) = −(t − λ)(t2 + bt + c), com

∆ = b2 − 4c < 0. Neste caso a matriz não tem a forma canônica de Jordan em R3.

Vamos supor que existem matrizes P = [V W U ]3×3 e D =

α β 0

γ δ 0

0 0 λ

 tais que A = PDP−1.

Multiplicando-se A = PDP−1 à direita por P :

AP = PD ⇔ A[V W U ] = [V W U ]

α β 0

γ δ 0

0 0 λ

 ⇔ [AV AW AU ] = [αV + γW βV + δW λU ].

Portanto, AV = αV + γW , AW = βV + δW e AU = λU .

Ou seja, U é um autovetor associado a λ e V e W são tais que o subespaço [V,W ] é invariante

por A.

Reciprocamente, sejam V,W,U , tais que

AU = λU (1)

e {V,W} uma base do subespaço1

W = {X ∈ R3|(A2 + bA+ cI3)X = 0̄}.

Se X ∈ W, então (A2 + bA+ cI3)X = 0̄. Logo, (A2 + bA+ cI3)(AX) = A(A2 + bA+ cI3)X =

A 0̄ = 0̄, ou seja, AX ∈ W. Portanto, existem α, β, γ, δ ∈ R tais que

AV = αV + γW e AW = βV + δW. (2)
1Veja no final deste texto a demonstração de que W tem dimensão dois.
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Vamos mostrar que U, V,W são LI. Se

xU + yV + zW = 0̄, (3)

então

(A2 + bA+ cI3)(xU + yV + zW ) = 0̄,

Como, (A2 + bA+ cI3)(yV + zW ) = 0̄, então

x(A2 + bA+ cI3)U = 0̄.

Como AU = λU , então (A2 + bA+ cI3)U = (λ2 + bλ+ c)U ̸= 0̄ e assim x = 0. Substituindo-se

x = 0 em (3), obtemos

yV + zW = 0̄.

Como {V,W} é uma base do subespaço W, então y = z = 0. Portanto, U, V,W são LI.

De (1) e (2) temos que

[AV AW AU ] = [αV + γW βV + δW λU ],

que pode ser reescrito como

A[V W U ] = [V W U ]

α β 0

γ δ 0

0 0 λ

 ou AP = PD,

em que D =

α β 0

γ δ 0

0 0 λ

 e P = [V W U ]3×3.

Como {V,W,U} é LI, então P é invert́ıvel e multiplicando-se AP = PD à direita por P−1

obtemos

A = PDP−1.
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Exemplo 1 (Exerćıcio 1 da Seção 6.4 de [1]). Seja A =

 6 −3 −2

4 −1 −2

10 −5 −3

 .

O polinômio caracteŕıstico de A é

p(t) = det(A− tI3) = det

6− t −3 −2

4 −t− 1 −2

10 −5 −t− 3

 C1 ↔ C3

= − det

 −2 −3 6− t

−2 −t− 1 4

−t− 3 −5 10

 L2 → L2 − L1

= − det

 −2 −3 6− t

0 2− t t− 2

−t− 3 −5 10



= −(t− 2) det

 −2 −3 6− t

0 −1 1

−t− 3 −5 10

 C2 → C2 + C3

= −(t− 2) det

 −2 3− t 6− t

0 0 1

−t− 3 5 10


= (t− 2) det

[
−2 3− t

−t− 3 5

]
= −(t− 2)(t2 + 1)

Vamos encontrar a solução de (A− 2I3)X = 0̄ .

A− 2I3 =

 4 −3 −2

4 −3 −2

10 −5 −5

 L2 → L2 − L1−−−−−−−−−−−→

 4 −3 −2

0 0 0

10 −5 −5

 L3 → 5L1 − 2L3−−−−−−−−−−−−−→

4 −3 −2

0 0 0

0 −5 0


Logo, a solução do sistema (A− 2I3)X = 0̄ é

{X ∈ R3|X = (α, 0, 2α).}
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A2 =

 4 −5 0

0 −1 0

10 −10 −1

 , A2 + I3 =

 5 −5 0

0 0 0

10 −10 0


Logo, a solução do sistema (A2 + I3)X = 0̄ é

{X ∈ R3|X = (α, α, β) = α(1, 1, 0) + β(0, 0, 1)}.

Sejam V = (1, 1, 0) e W = (0, 0, 1).

AV = (3, 3, 5) = 3V + 5W e AW = (−2,−2,−3) = −2V − 3W.

Logo, as matrizes

P =

1 0 1

1 0 0

0 1 2

 e D =

3 −2 0

5 −3 0

0 0 2


são tais que A = PDP−1.

Demonstração de que dim(W) = 2

Se Y ∈ I(A2 + bA+ cI3), então existe X ∈ R3 tal que

(A2 + bA+ cI3)X = Y.

Aplicando-se A− λI3, obtemos pelo Teorema de Cayley-Hamilton , que

0̄ = −p(A)X = (A− λI3)Y.

Ou seja, Y ∈ N(A− λI3). Logo,

I(A2 + bA+ cI3) ⊆ N(A− λI3).

Assim, como a multiplicidade geométrica é menor ou igual a multiplicidade algébrica, então

dim(I(A2 + bA+ cI3)) ≤ dim(N(A− λI3)) = 1.
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Logo, pelo Teorema da dimensão do núcleo e da Imagem, temos que

dim(W) = dim(R3)− dim(I(A2 + bA+ cI3) ≥ 2.

Além disso, N(A−λI3))∩W = {0̄}, pois se AX = λX, então (A2+bA+cI3)X = (λ2+bλ+c)X ̸=
0̄, se X ̸= 0̄. Como

dim(W+N(A− λI3)) = dim(W) + dim(N(A− λI3))− dim(N(A− λI3)) ∩W),

então

dim(W) ≤ dim(R3)− dim(N(A− λI3)) = 2.

Portanto,

dim(W) = 2.
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