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Seja X = [x1 . . . xn]t um vetor de variáveis aleatórias x1, . . . , xn. A operação de tomar
a esperança será denotada por E. Definimos E(X) como sendo o vetor dos valores
esperados de cada elemento de X, ou seja,

E(X) = E


x1
x2
...
xn

 =


E(x1)
E(x2)

...
E(xn)

 .

1 Matriz de Variância e Covariância

Sejam x1, . . . , xn variáveis aleatórias com variâncias σ2
1, . . . , σ

2
n e covariâncias

σ12, σ13, . . . , σ(k−1)k. Ou seja,

σ2
i = E[(xi − E(xi))

2], σij = E[(xi − E(xi))(xj − E(xj))], para i 6= j

Reunindo as variâncias e covariâncias em uma matriz, ficamos com

Var(X) = V =


σ2
1 σ12 · · · σ1n

σ12 σ2
2 · · · σ2n

...
...

...
σ1n σ2n · · · σ2

n


1
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que é chamada de matriz de variância e covariância ou matriz de dispersão das
variáveis aleatórias x1, . . . , xn. Ela é simétrica (V t = V ) e o elemento de posição i, i é a
variância da variável xi e o elemento de posição i, j, para i 6= j, é a covariância, entre as
variáveis xi e xj. Assim, podemos expressar V como

V = Var(X) = E[(X − E(X))(X − E(X))t]. (1)

Seja A uma matriz m× n. Então,

E(AX) = AE(X), (2)

pois

E(AX) = E


a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn

... . . .
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn



=


a11E(x1) + a12E(x2) + . . . + a1nE(xn)
a21E(x1) + a22E(x2) + . . . + a2nE(xn)

... . . .
...

am1E(x1) + am2E(x2) + . . . + amnE(xn)

 = AE(X)

De forma análoga podemos mostrar que se B é uma matriz n×m, então

E(XB) = E(X)B e E(AXB) = AE(X)B. (3)

De (2) e (3) segue que

Var(AX) = E[(AX − E(AX))(AX − E(AX))t] = E[(AX − AE(X))(AX − AE(X))t]

= E[A(X − E(X))(X − E(X))tAt] = AE[(X − E(X))(X − E(X))t]At

= AVar(X)At (4)

2 Introdução à Análise de Regressão

Vamos supor que um vetor de variáveis aleatórias Y = [y1, . . . , ym]t seja tal que a sua
esperança seja uma combinação linear de outros vetores, ou seja, que

E(y1)
E(y2)

...
E(ym)

 = E(Y ) = b1X1 + . . .+ bnXn = b1


x11
x21
...

xm1

 + . . .+ bn


x1n
x2n

...
xmn

 (5)
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A equação (5) pode ainda ser escrita de duas outras formas:

E(yi) = b1xi1 + . . .+ bnxin, para i = 1, . . . ,m

ou simplesmente
E(Y ) = XB, (6)

onde

X =


x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
... . . .

...
xm1 xm2 . . . xmn

 , e B =


b1
b2
...
bn

 .

O problema aqui é determinar os parâmetros bi a partir de observações yi, para i =
1, . . . ,m. Para cada i, a diferença yi − E(yi) é o desvio do valor observado yi em relação
ao valor esperado E(yi) e é escrito como

εi = yi − E(yi), para i = 1, . . . ,m (7)

Assim, em termos das observações e dos erros, o nosso modelo pode ser escrito como

yi = b1xi1 + . . .+ bnxin + εi, para i = 1, . . . ,m

ou de forma mais compacta, simplesmente

Y = XB + ε, (8)

onde

Y =


y1
y2
...
ym

 X =


x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
... . . .

...
xm1 xm2 . . . xmn

 , B =


b1
b2
...
bn

 e ε =


ε1
ε2
...
εm

 .
A equação (8) é chamada de equação do modelo. Ela é a base para estimar B a partir
dos dados obtidos armazenados em X e Y .

Os erros εi por definição, têm média zero, pois de (7) temos que

E(ε) = E(Y − E(Y )) = E(Y )− E(Y ) = 0̄.

Vamos assumir também que os erros εi têm a mesma variância σ2 e que cada um deles é
não correlacionado (tem covariância zero) com os outros.
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Assim a matriz de variância-covariância dos εi’s é σ2In. Portanto,

σ2In = Var(ε) = E[(ε− E(ε))(ε− E(ε))t] = E(εεt). (9)

É usual se tomar como estimador do vetor de parâmetros B, a solução de quadrados
mı́nimos, ou seja, a solução de

min
n∑

i=1

ε2i = min ||XB − Y ||2.

Este problema é equivalente a resolver as equações normais

X tXB = X tY.

A solução de quadrados mı́nimos foi usada por Gauss em 1801 para predizer a tra-
jetória do asteróide Ceres. Dias após o asteróide ter sido descoberto, o seu rastreamento
foi perdido. Vários astrônomos publicaram artigos fazendo a previsão da trajetória do as-
teróide. Entretanto, quando o asteróide foi novamente localizado, a sua posição era muito
próxima daquela prevista por Gauss e diferia muito das previsões feitas pelos outros.

Na maioria dos casos a matriz X tem posto máximo, ou equivalentemente X tX é não
singular. Nestes casos temos uma fórmula para o estimador B̂

B̂ = (X tX)−1X tY (10)

O estimador de quadrados mı́nimos é não viesado, ou seja, E(B̂) = B, pois de (10) e
(6), temos

E(B̂) = E[(X tX)−1X tY ] = (X tX)−1X tE(Y ) = (X tX)−1X tXB = B

Este estimador, que vamos chamar de B̂ é o “melhor” estimador linear não viciado, como
mostra o próximo teorema.
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Teorema 2.1 (Gauss-Markov). Considere o modelo linear

Y = XB + ε,

com as hipóteses
E(ε) = 0̄ e Var(ε) = σ2In.

Seja B̂ = (X tX)−1X tY o estimador de quadrados mı́nimos. Se B̃ é um outro estimador
de B tal que B̃ = CY , onde C é uma matriz n× n, e E(B̃) = B (não viciado), então:

ZtVar(B̃)Z ≥ ZtVar(B̂)Z, para todo Z ∈ Rn

Demonstração. Vamos demonstrar para o caso em que a matriz X tem posto máximo,
ou equivalentemente X tX é não singular. Por (4), temos que

Var(B̂) = (X tX)−1X tVar(Y )X(X tX)−1. (11)

Mas, por (1), (6) e (9) a variância de Y é dada por

Var(Y ) = E[(Y − E(Y ))(Y − E(Y ))t] = E(εεt) = σ2In. (12)

Substituindo (12) em (11) obtemos

Var(B̂) = σ2(X tX)−1. (13)

Por outro lado, por (4) e usando (12), obtemos

Var(B̃) = CVar(Y )Ct = σ2(CCt). (14)

Agora, como por hipótese E(B̃) = B, segue que

B = E(B̃) = E(CY ) = CE(Y ) = CXB, para todo B ∈ Rn.

O que implica que
In = CX. (15)

Assim, usando (13), (14) e (15) segue que

Var(B̃)− Var(B̂) = σ2[CCt − CX(X tX)−1X tCt] = σ2C[In −X(X tX)−1X t]Ct. (16)

A matriz M = In−X(X tX)−1X t é simétrica e tal que M2 = M (idempotente). Assim,

ZtVar(B̃)Z − ZtVar(B̂)Z = Zt[Var(B̃)− Var(B̂)]Z

= σ2Zt(CMCt)Z = σ2(ZtCM)(M tCtZ)

= σ2||ZtCM ||2 ≥ 0,

o que prova o resultado.
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