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1 Resultados Preliminares

Vamos chamar o conjunto das matrizes m X n cujas entradas sdo nimeros complexos
de M, (C). Para uma matriz A = (a;;) € M, (C), definimos o conjugado da matriz
A, denotado por A como sendo a matriz B = (bjj) € My,(C) dada por b;; = a;j, em
que, se a,-]- = 061']' + 1131], entao Eij = DCZ']' - 1131]

Para as matrizes de M,,,,(C) além das propriedades que sdo validas para matri-
zes com entradas que sdo ntimeros reais, sdo vdlidas as seguintes propriedades, cuja
demonstra¢do deixamos a cargo do leitor:

(p) Se A € My(C) e B e My, (C), entao

B = AB.

(q) Se A € My (C)ea € C,entdo

=
N
I
2|
s8]

Definicao 1. Para cada inteiro positivo 1, o espacgo (vetorial) C" é definido pelo con-
junto de todas as n-uplas ordenadas X = (x, ..., x,) de nimeros reais.

Definicao 2. (a) Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores
X = (x1,...,x0) €C"'eY = (y1,...,yn) € C"por

n
XY =x1y; + XY, + ...+ XY, = leyi.
i=1

(b) Definimos a norma de um vetor X = (x1,...,x,) € C" por

n
1X]] = VXX = /a4t 2 = Y 2
i=1




Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores

X1 n
X = : e Y= :

Xn Yn
pertencentes a C" pode ser escrito em termos do produto de matrizes como
XY =Xx"Y.

Sdo vélidas as seguintes propriedades para o produto escalar e a norma de vetores
de C" que sdo andlogas aquelas que sdo validas para vetores de R".

Proposicdao 1. Se X, Y e Z sdo vetores de C" e a € C, entio
(a) X-Y=Y-X;

(b)) (X4+Y)-Z=X-Z+Y -ZeX-(Y+2Z) = XY+ X Z (distributividade em relagio
a soma);

(€ (aX) - Y=a(X-Y)eX-(aY)=0a(X"-Y);

(d) X-X=1|X]|]?>>0e]||X]|| = 0se, e somente se, X = 0;
() |[aX| = Ja] ||X]};

() 1X Y| < ||X]||||Y]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz);
(@) ||IX+YI|| < |IX||+ ||Y]|| (desigualdade triangular).

Demonstracdo. Sejam X,Y,Z € C" e a € C. Usando o fato de que se os vetores
sdo escritos como matrizes colu&as, entdo o produto escalar pode ser escrito como o
produto de matrizes, X - Y = X'Y, e as propriedades da algebra matricial, temos que

(@) XY =x1y;+x0, +... + x4y, =y1X1+ - +ypXy =Y - X.

b) (X4+Y)-Z=X+VZ=XZ+Y'Z=X-Z+Y - Ze
X-Y+2)=X{(Y+2)=XY+X'Z=X-Y+ X Z



(© a(X-Y) =a(XY) = (aX))Y = (aX)!Y = (aX)-Ye
a(X-Y) =a(XY) = XHaY) = XH(&Y) = X - (&)

(d) X-X éumasoma de quadrados, por isso é sempre maior ou igual a zero e é zero
se, e somente se, todas as parcelas sdo iguais a zero.

(e) [JaX[[? = laxs|* + -+ + Jaxal? = |a*(]x1[* 4 - - + [xa|?) = |a]?||X]||*. Tomando
a raiz quadrada, segue-se o resultado.

(f) Anorma de X — AY é maior ou igual a zero, para qualquer A complexo. Assim,

0<|IX—AY|]? = (X =AY) - (X = AY) = || X|]2 =AY - X = AX-Y + |AP||Y]%

XY
para qualquer A complexo. Tomando A = YR obtemos
X-Y Y-X 1X-Y)? o ,  |X-Y)?
0 < |IX|P = oY - X - XY+ = Y = X = =y
Y12 Y12 Y1 Y112
Logo,

XY < [IX]HIYT

(g) Pelo item anterior temos que

IX+Y|P = (X+Y)-(X+Y)=[|X]P+X-Y+Y-X+]|]Y|]?
< X+ 2R(X - Y) + (] Y7
< X+ 21X Y]+ ] Y]]
< IXIP 20X+ 1YIP = (1X]+ YD
Tomando a raiz quadrada, segue-se o resultado. O

Com o resultado anterior, podemos estender a defini¢do de bases ortogonais e or-
tonormais para o espago C" e provar, exatamente da mesma forma que é provado o
resultado andlogo para o R" (ver por exemplo [2]), o Teorema que garante que todo
subespaco C" tem uma base ortonormal.

Teorema 2 (Gram-Schmidt). Seja {V,..., Vi } uma base de um subespaco W de C". Entdo,
existe uma base {Uy,..., Uy} de W que é ortonormal e tal que o subespaco gerado por
Uy, ..., U; éigual ao subespago gerado por V1, ..., Viparaj=1,... k.




2 Resultados Principais

Teorema 3 (Schur). Se A é uma matriz n X n com entradas que sio niimeros complexos, entio
. . s ot _ o .
existe uma matriz unitdria P (isto é, P = P~1) e uma matriz triangular superior T tal que

A =PTP.

Demonstragdo. O resultado é obvio se n = 1. Vamos supor que o resultado seja verda-
deiro para matrizes (1 — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro para matri-
zes n x n. Como todo polindmio com coeficientes complexos tem uma raiz, a matriz
A tem um autovalor A; € C. Isto significa que existem autovetores associados a A;.
Seja V7 um autovetor de norma igual a 1 associado a A;. Sejam V5, ..., V), vetores tais
que {V4,...,V,} é uma base ortonormal de C" (isto pode ser conseguido aplicando-se
o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a uma base de C" que contenha V.)
Seja Py = [V ... V,]. Como AV} = AqV; e AV, ..., AV, sdo combinagdes lineares de
Vi,..., Vy, temos que

APy =[AV; ... AV, | =[V1 ... V;,]M=PM, (1)
M ‘ M,

em que M = 0 . Como estamos supondo o resultado verda-
: B
0

deiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo existe uma matriz unitéria P, e uma
~ —=t
matriz triangular superior T, ambas (n — 1) x (n — 1), tais que B = P,T,P,. Seja
1 0 ... 0

Pp,=|0 . Seja P = Py P,. P é unitéria (verifique!) e pela equagao (1)
0

/\1 szz

AP = (AP))P, =P MP, =P, | O




Mas, BP, = D, T, e assim,

1{0.. 0 M M P M M P
AP=P | 0 i 0 =pp| 0 = PT,
: P, : Ty : Ty
0 0 0
)\1 szz
emqueT = | O . Multiplicando-se a direita por P' obtemos o resul-
: T
0

tado.

Teorema 4. Se A é uma matriz normal (isto 6, AA' = A'A) n x n com entradas que sio

. - . . o . , =t _ .
numeros complexos, entio existe uma matriz unitiria P (isto é, P = P 1) e uma matriz
diagonal D tal que

A = PDPD'.

Demonstragio. O resultado é obvio se n = 1. Vamos supor que o resultado seja ver-
dadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1) e vamos provar que ele é verdadeiro para
matrizes n X n. Como todo polindmio com coeficientes complexos tem uma raiz,
entdo A matriz A tem um autovalor A; € C. Isto significa que existem autoveto-
res associados a A1. Seja Vi um autovetor de norma igual a 1 associado a A1. Sejam
Va,..., Vy vetores tais que {V3,...,V,} é uma base ortonormal de C" (isto pode ser
conseguido aplicando-se o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a uma base
de C" que contenha V;.) Seja Py = [V; ... V};]. Como AV; = A Vj e AV, ..., AV, séo
combinagdes lineares de Vj, ..., V,, temos que

AP = [AV; ... AV, = [V4 ... V4 ]M = P M, )



)\1 mip ... Mqy

emque M= | 0 . Multiplicando-se a esquerda (2) por Fi obte-
0
mos M = Py AP;. Mas,

M'M = (PIADP,)!(PyAP)) = PyA'A'P, = P{A'A'P, = (PyAP,)(PyAP)) = MM,

ou seja, a matriz M é normal.

—t
(MM )11 = [MPP+ [mpa> + -+ [mya%,

enquanto
——t
(M M)11 = | M|
Portanto,
M 0 . 0
M= 0
: B
0

com B uma matriz normal (n — 1) x (n —1). Como estamos supondo o resultado
verdadeiro para matrizes (n — 1) x (n — 1), entdo existe uma matriz unitdria P,,

1 0O ... 0
=t
(n—1) x (n—1), tal que D = P,BP, é diagonal. Seja P, = | 0 5 . Seja
: 2
0
P = P P,. P é unitéria (verifique!) e pela equacéo (2)
M 0o ... 0
AP = (AP))P, =P MP, =P, | O i
: BP,
0




Mas, BP, = D;D; e assim,

A 0 0
AP=Pp, | 0 = PD,
: D,
0
A 0 ... 0
emqueD=| 0 . Multiplicando-se a direita por D' obtemos o resul-
: D,
0
tado. O
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