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Proposição 1. Seja V um espaço vetorial com produto interno. Seja X um subconjunto de V
de vetores ortogonais não nulos.

(a) Então o conjunto X é linearmente independente (L.I.).

(b) Se V pertence ao espaço de todas as combinações lineares de elementos de X , ou seja, se
V ∈ [X ] (espaço gerado por X ), então existem W1, . . . ,Wn ∈ X tal que

V =
n
∑

i=1

〈V,Wi〉
||Wi||2

Wi.

Demonstração. (a) Sejam V1, . . . , Vk vetores quaisquer de X . Considere a equação vetorial

x1V1 + . . .+ xkVk = 0̄ . (1)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (1) com Vi, i = 1, . . . , k e aplicando
as propriedades do produto escalar, obtemos

x1 〈V1, Vi〉+ . . .+ xi 〈Vi, Vi〉+ . . .+ xk 〈Vk, Vi〉 = 0. (2)

Mas, 〈Vi, Vj〉 = 0, se i 6= j. Assim, de (2) obtemos que

xi||Vi||2 = 0 .

Mas, como Vi 6= 0̄, então ||Vi|| 6= 0 e assim xi = 0, para i = 1 . . . , k. Portanto o conjunto
X é L.I.

1



(b) Seja V ∈ [X ]. Então existem vetores W1, . . . ,Wn ∈ X e escalares α1, . . . , αn tais que

V =
n
∑

i=1

αiWi. (3)

Fazendo o produto escalar de V com Wj, para j = 1, . . . , n, obtemos que

〈V,Wj〉 =
〈

n
∑

i=1

αiWi,Wj

〉

=
n
∑

i=1

αi 〈Wi,Wj〉 = αj||Wj||2.

Assim,

αj =
〈V,Wj〉
||Wj||2

, para j = 1, . . . , n.

Substituindo-se este valor de αj em (3) obtemos o resultado.

Seja V = C0[−1, 1] o conjunto das funções cont́ınuas do intervalo [−1, 1] em R com o produto
interno definido por

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(t)g(t)dt.

Vamos aplicar o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt à base Bn = {1, t, . . . , tn} do
subespaço das funções polinomiais de grau menor ou igual a n, que podemos identificar com
Pn.

p0(t) = 1,

p1(t) = t−
(

projp0
t
)

(t) = t− 〈t, p0〉
||p0||2

p0(t) = t−
∫ 1

−1
tp0(t)dt

∫ 1

−1
(p0(t))2dt

p0(t)

= t−
∫ 1

−1
tdt

∫ 1

−1
dt

= t− 0 = t

p2(t) = t2 −
(

projp0
t2
)

(t)−
(

projp1
t2
)

(t)

= t2 − 〈t
2, p0〉
||p0||2

p0(t)−
〈t2, p1〉
||p1||2

p1(t)

= t2 −
∫ 1

−1
t2p0(t)dt

∫ 1

−1
(p0(t))2dt

p0(t)−
∫ 1

−1
t2p1(t)dt

∫ 1

−1
(p1(t))2dt

p1(t)

= t2 −
∫ 1

−1
t2dt

∫ 1

−1
dt

−
∫ 1

−1
t2 tdt

∫ 1

−1
t2dt

t = t2 − 2/3

2
− 0 = t2 − 1
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Se continuarmos desta forma não encontraremos uma fórmula para todo pn(t). Vamos encontrar
uma tal fórmula de outra maneira. Para isso defina

qn(t) =
dn

dtn
(t2 − 1)n. (4)
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(a) O conjunto {qn | n = 0, 1, . . .} é ortogonal. Com efeito, se m < n, então

〈qn, qm〉 =
m
∑

k=0

αk

〈

qn, t
k
〉

=
m
∑

k=0

αk

∫ 1

−1

qn(t)t
kdt =

m
∑

k=0

αk0 = 0,

pois se, wn(t) = (t2 − 1)n, então
dkwn

dtk
se anula em t = ±1, para k = 0, 1, . . . , n− 1.

(b) Como dim(Pn) = n + 1, então, pela Proposição 1 na página 1, q0, . . . , qn formam uma
base de Pn. Assim, se p ∈ Pn−1, então

〈p, qn〉 =
〈

n−1
∑

k=0

αkqk, qn

〉

=
n−1
∑

k=0

αk 〈qk, qn〉 = 0. (5)

Como, também, p0, . . . , pn formam uma base ortogonal de Pn, então pela Proposição 1
na página 1 temos que

qn =
n
∑

k=1

〈qn, pk〉
||pk||2

pk =
〈qn, pn〉
||pn||2

pn.

Ou seja, qn é um múltiplo escalar de pn. Comparando os coeficientes dos termos de grau
n em pn e qn concluimos que

pn =
n!

(2n)!
qn.

Portanto os polinômios pn que são obtidos aplicando-se o processo de ortogonalização de Gram-
Schmidt aos polinômios {1, t, t2, . . . , tn, . . .} são dados por

pn(t) =
n!

(2n)!

dn

dtn
(t2 − 1)n. (6)

Esta é conhecida como fórmula de Rodrigues.

Vamos, agora, calcular ||pn||. Seja wn(t) = (t2− 1)n. Então
dkwn

dtk
se anula em t = ±1, para

k = 0, 1, . . . , n− 1. Por isso, integrando-se por partes várias vezes temos que
∫ 1

−1

dnwn

dtn
dnwn

dtn
dt = (2n)!

∫ 1

−1

(1− t2)ndt = (2n)!

∫ 1

−1

(1− t)n(1 + t)ndt =
(n!)2

2n+ 1
22n+1.

Usando este resultado e (6) obtemos

〈pn, pn〉 =
(

n!

(2n)!

)2 ∫ 1

−1

dnwn

dtn
dnwn

dtn
dt =

(

n!

(2n)!

)2
(n!)2

2n+ 1
22n+1 =

22n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]2

Assim,

||pn|| =
√

〈pn, pn〉 =
√
2 2n(n!)2√

2n+ 1(2n)!
. (7)

Dividindo pn por
2n(n!)2

(2n)!
, obtemos um polinômio com norma mais favorável

Pn(t) =
(2n)!

2n(n!)2
pn(t) =

1

2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n (8)
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que possui norma dada por

||Pn|| =
√

2

2n+ 1
. (9)

Os polinômios Pn, para n = 0, 1, 2, . . . são chamados polinômios de Legendre e aparecem
também no estudo de certas equações diferenciais.
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Figura 1: Polinômios de Legendre Pn(t), para n = 1, . . . , 6
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Exerćıcios

1. Seja V = C0[−1, 1] o conjunto das funções cont́ınuas do intervalo [−1, 1] em R com o
produto interno definido por

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(t)g(t)dt.

Prove a seguinte fórmula de recorrência para os polinômios pn(t) que são obti-
dos aplicando-se o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt aos polinômios
{1, t, t2, . . . , tn}:

pn+1(t) = tpn(t)−
n2

(2n+ 1)(2n− 1)
pn−1(t).

Para isso siga os seguintes passos:

(a) Pela Proposição 1 na página 1, tpn(t) pode ser escrito em termos de p0, . . . , pn+1.

tpn(t) =
n+1
∑

k=0

αnkpk(t), (10)

onde αnk =
〈tpn(t), pk(t)〉

||pk||2
=
〈pn(t), tpk(t)〉

||pk||2
.

Os coeficientes αnk = 0, para k < n − 1, pois neste caso tpk(t) ∈ Pn−1 e da mesma
forma que em (5) pn é ortogonal a todo polinômio de Pn−1. O coeficiente αnn = 0,
pois t(pn(t))

2 é uma função ı́mpar. O coeficiente αn(n+1) = 1, pois os coeficientes de
grau n+ 1 nos dois membros de (10) são iguais a 1. Mostre que

αn(n−1) =
〈pn(t), tpn−1(t)〉

||pn−1||2
=

α(n−1)n||pn||2
||pn−1||2

=
||pn||2
||pn−1||2

=
n2

(2n+ 1)(2n− 1)
(11)

(b) Substituindo-se os valores de αnk encontrados no item anterior, em (10), obtenha a
fórmula de recorrência que dá o polinômio pn+1 em função de pn e pn−1

2. Seguindo os mesmos passos do exerćıcio anterior mostre a seguinte fórmula de recorrência
para os polinômios de Legendre:

Pn+1(t) =
2n+ 1

n+ 1
tPn(t)−

n

n+ 1
Pn−1(t)

3. Seja V = C0[a, b] o conjunto das funções cont́ınuas do intervalo [a, b] em R com o produto
interno definido por

〈f, g〉 = 2

b− a

∫ b

a

f(t)g(t)dt.

(a) Mostre que os polinômios Qn(t) = Pn(
2t−a−b

b−a
) são ortogonais e que ||Qn|| =

√

2
2n+1

,

em que Pn(t) são os polinômios de Legendre, para n = 0, 1, 2, . . .

(b) Mostre que o conjunto

1/
√
2, cos

2πt

b− a
, sen

2πt

b− a
, . . . , cos

2nπt

b− a
, sen

2nπt

b− a
, . . .

é ortonormal.
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