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1 Quadricas

Nesta secao estudaremos as superficies que podem ser representadas pelas equagoes qua-
draticas nas variaveis x, y e z, ou seja, da forma

ax® + by® + cz* + dry + exz + fyz + gr + hy + iz + j = 0,
em que a,b,c,d,e, f,g,h,i,j € R, com a,b,c,d, e, f nao simultaneamente nulos. Vamos nos

limitar neste capitulo ao estudo de casos especiais da equacao acima.

1.1 Elipséide
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Figura 1: Elipséide de equagao 53+ 35+ % = Figura 2: Elipséide e intersecoes com os pla-
1 nos z =k

Um elipséide é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas satisfaz a

equacao



1'2 y2 22

S +5+==1 (1)
a2 b2 2 ’
em que a,b e ¢ sao numeros reais positivos.
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Figura 3: Elipsoide e intersecoes com os pla- Figura 4: Elipséide e intersecoes com os pla-
nos y =k nos r =k

Observe que se (z,y, z) satisfaz (1), entdo (z,y, —z) também satisfaz, por isso dizemos
que o elipsdide (1) é simétrico em relagdo ao plano xy. Também (x,—y, z) satisfaz (1), por
isso dizemos que o elipséide (1) é simétrico em relagdo ao plano xz. O mesmo acontece com
(—x,y, z), por isso dizemos que o elipséide (1) é simétrico em rela¢do ao plano yz. Se (z,y, 2)
satisfaz (1), entdo (—x, —y, z) também satisfaz, por isso dizemos que o elipsdide (1) é simétrico
em relacao ao eixo z. O mesmo acontece com (—x,y,—z), por isso dizemos que o elipséide
(1) é simétrico em relagdo ao eixo y. O mesmo acontece com (z, —y, —z), por isso dizemos
que o elipséide (1) é simétrico em relagao ao eixo x. Finalmente se (z,y, ) satisfaz (1), entéo
(—x,—y,—z) também satisfaz, por isso dizemos que o elipsdide (1) é simétrico em relagao a
origem.

Se |k| < ¢, o plano z = k intercepta o elipséide (1) segundo a elipse
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Observe que os eixos da elipse diminuem & medida que |k| aumenta.
As intersecoes do elipséide (1) com o plano x = k, para |k| < a e com o plano y = k, para
|k| < b, sao também elipses. Se a = b = ¢, o elipsdide é uma esfera de raior =a =b=c.

=1, z=k.



1.2 Hiperboldide
1.2.1 Hiperboléide de Uma Folha

I

Figura 5: Hiperbozléide de uma folha de Figura 6: Hiperboldide de uma folha e inter-
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equacdo 7z + 45 — 5 =1 secoes com os planos z = k

Um hiperboldide de uma folha é um conjunto de pontos que em algum sistema de
coordenadas satisfaz a equacao
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em que a,b e ¢ sao numeros reais positivos.

Observe que o hiperbol6ide de uma folha (2) é simétrico em rela¢ao aos planos coordenados,
aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,y, z) satisfaz (2), entao (—=z,vy, 2), (x,—y, 2),
(fL’, Y, _Z)v (_‘Ta Y, 2)7 (Ia Y, _Z)7 (—l', Y, _Z) € (—ZL‘, Y, _Z) também satisfazem.

O plano z = k intercepta o hiperboléide de uma folha (2) segundo a elipse

72 y?
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Observe que os eixos da elipse aumentam a medida que |k| cresce.
O plano y = k intercepta o hiperboldide de uma folha (2) segundo uma curva cuja equagao
2 2 L2
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Se |k/b| # 1, ent@o a interse¢ao é uma hipérbole e se |k/b| = 1, entao a interse¢ao é um par de
retas concorrentes.

Consideragoes semelhantes sao validas para a intersecao do hiperboldide de uma folha (2)
com o plano z = k.

As equacoes
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também representam hiperboldides de uma folha.
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Figura 7: Hiperboldide de uma folha e inter- Figura 8: Hiperboldide de uma folha e inter-
secoes com os planos y = k secoes com os planos x = k

1.2.2 Hiperboléide de Duas Folhas

z

Figura 10: Hiperboléide de duas folhas e in-

Figura 9: Hiperboldide de duas folhas -
tersecoes com os planos z = k

Um hiperboléide de duas folhas é um conjunto de pontos que em algum sistema de
coordenadas satisfaz a equacao

vy a (3)



em que a,b e ¢ sao numeros reais positivos.
Observe que o hiperboléide de duas folhas (3) é simétrico em relagao aos planos coordenados,
aos eixos coordenados e a origem. Pois, se (z,vy,z) satisfaz (3), entdo (—z,vy,2), (z,—y,2),
(33', Y, _Z)a <_$7 -y, 2)7 (3:7 -Y, _Z>7 (_xa Y, _Z) € (_$> -y, _Z) também satisfazem.
O plano z = k, para |k| > ¢, intercepta o hiperbol6ide de duas folhas (3) segundo a elipse
2 2
=1,
@ (z-1) P(z-1)

O plano y = k intercepta o hiperbol6ide de duas folhas (3) segundo a hipérbole

z = k.

x? 22
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=1, y=k.

A intersegao do hiperboléide de duas folhas (3) com o plano x = k é também uma hipérbole.
As equagoes
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também representam hiperboldides de duas folhas.
z z

Figura 11: Hiperboldide de duas folhas e in- Figura 12: Hiperboldide de duas folhas e in-
tersecoes com os planos y = k tersegoes com os planos z = k



1.3 Parabolédide
1.3.1 Paraboldéide Eliptico

X y
Figura 13: 2Pa‘ra‘bol(’)ide eliptico de equacao Figura 14: Paraboldide eliptico e intersegoes
2 1
cz =73+ 13, parac>0 com os planos z = k

Um paraboldide eliptico é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

22 2
cz=—3 + ‘Z—Q, (4)
em que a,b e ¢ sao numeros reais, sendo a e b positivos.

O paraboléide eliptico (4) é simétrico em relagao aos planos xz e yz. Pois, se (z,y, z) satisfaz
(4), entao (x,—y,z) e (—x,y,z) também satisfazem. Ele também é simétrico em relagdo ao
eixo z, pois se (z,y, z) satisfaz (4), entdo (—x, —y, z) também satisfaz.

A intersegao do paraboldide eliptico (4) com o plano z = k, para k tal que ck > 0, é a elipse

2 2
v Y =1 z=k.

cka? + ckb2

A intersecao do paraboléide eliptico (4) com plano x = k é a parabola

By
ca? = cb?’

z=k.

A intersecao do paraboldide eliptico (4) com plano y = k também é uma pardbola.
As equagoes
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também representam paraboldides elipticos.
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Figura 15: Paraboldide eliptico e intersegoes Figura 16: Paraboldide eliptico e intersegoes
com os planos y = k com os planos r = k

1.3.2 Paraboléide Hiperbdlico

Um paraboléide hiperbdlico é um conjunto de pontos que em algum sistema de coordenadas
satisfaz a equacao

2 2

x Y
szg—b—y (5)

em que a,b e ¢ sao numeros reais, sendo a e b positivos.

O paraboldide hiperbdlico (5) é simétrico em relacao aos planos xz e yz. Pois, se (z,y, z)
satisfaz (5), entao (z, —y, z) e (—z, y, z) também satisfazem. Ele também é simétrico em relagao
ao eixo z, pois se (z,y, z) satisfaz (5), entdo (—x, —y, z) também satisfaz.

A intersec¢ao do plano z = k com o paraboléide hiperbdlico (5) é dada por

2 2
T Y
——===k z=k
ca?  cb? ' ’
que representa uma hipérbole, se k # 0 e um par de retas, se k = 0.

A intersec¢ao do paraboldide hiperbdlico (5) com plano y = k é a parabola

que tem concavidade para cima se ¢ > 0 e concavidade para baixo se ¢ < 0.
A intersecao do paraboldide hiperbdlico com plano x = k é a parabola

2 k2
v B
ch?  ca?

z = x=kK
que tem concavidade para baixo se ¢ > 0 e concavidade para cima se ¢ < 0. O paraboldide
hiperbdlico é também chamado sela.

As equacoes



Figura 17: 2Paraboléide hiperbdlico de Figura 18: Paraboldide hiperbdlico e inter-
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equagao cz = % — ¥, para ¢ < 0 se¢oes com os planos z = k
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também representam paraboldides hiperbdlicos.
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Figura 19: Paraboléide hiperbdlico e inter- Figura 20: Paraboldéide hiperbdlico e inter-
secoes com os planos y = k secoes com os planos x = k



1.4 Cone Eliptico
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igura 21: Cone eliptico de equagao z igura 22: Cone eliptico e intersecoes com o0s
22y R
2 T planos z = k
Um cone eliptico é um conjunto de pontos que satisfaz a equacao
2 2
T Y
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em que a e b sao nimeros reais positivos, em algum sistema de coordenadas. Se a = b, o cone
¢ chamado cone circular.

Observe que o cone eliptico (6) é simétrico em relagao aos planos coordenados, aos eixos
coordenados e a origem. Pois, se (z,y, z) satisfaz (6), entdo (—=x,v, 2), (z,—y, 2), (z,y,—2),
(—z,—vy,2), (v,—y,—2), (—z,y,—2) e (—x,—y, —z) também satisfazem.

A intersec@o do cone eliptico (6) com o plano z = k, para k # 0, é a elipse

$2 y2

ETERTE
Observe que os eixos da elipse crescem a medida que |k| aumenta.
Os planos xz e yz cortam o cone eliptico (6) segundo as retas

=1, z=k.

r==Zaz, y=0 e y==xbz, z=0,
respectivamente.

A intersecao do cone eliptico (6) com o plano y = k, para k # 0, é a hipérbole

22 x?

K2/b2 a2k? /b2

A intersecao do cone eliptico (6) com o plano x = k, para k # 0, é a hipérbole

=1, y=k.

2 2
SRR =1, x=k.
k2/a?  b2k?/a?
As equagoes
2 2 2 2
s Y2 s T2
Togpta cvTeta

também representam cones elipticos.
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Figura 23: Cone eliptico e intersecoes com os Figura 24: Cone eliptico e intersecoes com os
planos y = k planos x = k

1.5 Cilindro Quadrico
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Figura 25: Cilindro eliptico de equacao 2—2 + i—j =1

Um cilindro quadrico é um conjunto de pontos do espago, que em algum sistema de
coordenadas satisfaz a equacao

flz,y) =0 (7)

em que f(z,y) =0 é a equagao de uma conica no plano xy.

10
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Figura 28: Cilindro parabdlico de equacgao
y? = 4dpx, p >0
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Figura 29: Cilindro parabdlico de equagao
2?2 =4dpy, p >0



Chamamos o cilindro quadrico de cilindro eliptico, se a conica de equagao f(x,y) = 0
¢ uma elipse. Por exemplo, a equacao z? + 2y?> = 1 representa uma elipse no plano, en-
quanto representa um cilindro eliptico no espaco. Chamamos o cilindro quadrico de cilindro
hiperbdlico, se a conica de equagdo f(x,y) = 0 é uma hipérbole. Por exemplo, a equagao
2? — 2y? = 1 representa uma hipérbole no plano, enquanto representa um cilindro hiperbélico
no espago. Chamamos o cilindro quadrico de cilindro parabdlico, se a conica de equacao
f(z,y) = 0 é uma parébola. Por exemplo, a equagao z> = 4y representa uma pardbola no
plano, enquanto representa um cilindro parabdlico no espaco.

A intersecao do plano z = k com o cilindro é a conica que o originou, chamada diretriz do
cilindro:

f(x7y):07 z=k.
Se a equagao f(x,k) =0 tem m solugoes (m = 0,1 ou 2), entdao o plano y = k intercepta a
superficie segundo m retas

f(xay):& y=k.

Consideracoes semelhantes sao validas para a interse¢ao com o plano x = k.
As equagoes
g(@,2) =0 e h(y,2)=0

também representam cilindros quéddricos desde que g(x,z) = 0 e h(y, z) = 0 sejam equagoes de
conicas nos planos xz e yz, respectivamente.

12



1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

Exercicios Numéricos

Reduzir cada uma das equacoes de forma a identificar a quadrica que ela representa e
faca um esbogo do seu grafico:

(a) 422 — 292 + 22 =1 () 2> —9y* =9

(b) 22 +y+22=0 (d) 42? —9y* — 362 =0

Obtenha a equacao do lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes do plano 7 : z =2 e do
ponto P = (—2,0,0). Que conjunto é este?

Obtenha uma equacao do lugar geométrico dos pontos que eqiiidistam das retas r :
(x,y,2) =1t(1,0,0) e s: (z,y,2) = (0,1,0) +£(0,0,1). Que lugar geométrico é este?

Determine a equacao do lugar geométrico dos pontos P = (x,y, z) tais que a soma das
distancias de P aos dois pontos (2,0,0) e (—2,0,0) é igual a 6. Que lugar geométrico é
este?

Determine a equagao do lugar geométrico dos pontos P = (z,vy, z) tais que o médulo da
diferenca entre as as distancias de P = (x,y, z) aos dois pontos (2,0,0) e (—2,0,0) é igual
a 3. Que lugar geométrico é este?

13



2 Superficies Cilindricas, Conicas e de Revolucao

2.1 Superficies Cilindricas

Wi
!

Figura 30: Superficie cilindrica

Uma superficie cilindrica é uma superficie que pode ser obtida quando uma reta, chamada
geratriz, se move paralelamente passando por uma curva fixa, chamada diretriz.

Suponhamos que a curva diretriz da superficie cilindrica § esteja no plano xy e tenha
equacao

flz,y) =0 (8)

e que as retas geratrizes sejam paralelas a um vetor que nao é paralelo ao plano xy, digamos
V = (a,b,1). Seja P = (x,y, z) um ponto qualquer sobre S e P’ = (2/,4/,0) um ponto do plano
Xy que estd na reta geratriz que passa por P. O ponto (x,y, z) pertence a S se, e somente se,

o vetor P'P é paralelo a V e P’ é um ponto da curva diretriz, ou seja,

P'P=XV e f(«',y)=0,

que é equivalente a
(x - ZL‘/’ y - y’? Z) = )\(a'7 b’ 1) € f(x/7 y,) = 0'

Destas equacoes obtemos que A = z, ' = x —az e y = y — bz. Assim a equacao da superficie
cilindrica S que tem curva diretriz no plano xy com equagao (8) e retas geratrizes paralelas ao
vetor V' = (a,b,1) é

f(x —az,y—bz) =0.

Resultados anédlogos sao obtidos se a curva diretriz esta situada nos planos coordenados yz
e XZ.

14



Proposicao 2.1. Considere uma superficie cilindrica.

(a) Se a sua curva diretriz estd no plano zy com equagao

fla,y)=0
e as retas geratrizes sao paralelas ao vetor V.= (a,b, 1), entdo a sua equagao é

flz —az,y—bz) =0.

(b) Se a sua curva diretriz estd no plano yz com equagao

fly,z) =0
e as retas geratrizes sao paralelas ao vetor V.= (1,b,¢c), entdo a sua equagdo é

fly —bx,z—cx)=0.

(c) Se a sua curva diretriz estd no plano zz com equac¢ao

f(z,z)=0

e as retas geratrizes sao paralelas ao vetor V= (a,1,c), entdo a sua equagdo €

flz —ay,z—cy)=0.

Figura 31: Superficie cilindrica com diretrizes paralelas ao vetor W = (1,2, 3) e curva geratriz
2
x*—4y=0,2=0

15



Exemplo 2.1. Vamos determinar a equacao da superficie cilindrica que tem como curva di-
retriz no plano xy a parabola de equacdo z* — 4y = 0 e retas diretrizes paralelas ao vetor
W = (1,-2,3). Para obtermos um vetor que tem a 3* componente igual a 1 multiplicamos o
vetor W por 1/3 obtendo o vetor V' = (1/3,—2/3,1) que também é paralelo as retas geratrizes.
A equacao da superficie é entao

(x — 2/3)* —4(y +2y/3) = 0.

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equacao
F(z,y,2) =0
¢ uma superficie cilindrica se puder ser escrita na forma

flx —az,y—0bz)=0 ou f(y—br,z—cr)=0 ou f(z—ayz—-cy)=0.

Figura 32: Superficie cilindrica de equacao —3x% + 3y? + 2zz + 4yz + 22 = 27

Exemplo 2.2. Vamos mostrar que a superficie de equagao
—32% + 3% + 2wz + dyz + 22 =27
¢ uma superficie cilindrica. Fazendo z = 0 obtemos a curva candidata a diretriz no plano xy
—32% + 3% =27

Agora, substituindo-se = por x — az e y por y — Bz na equacao da candidata a curva diretriz
obtemos

—3(z — az)® + 3(y — B2)* = =32 + 3y* + 6axz — 60yz + (—3a* + 33%)2% = 27.
Comparando-se com a equacgao da superficie obtemos que
a=1/3 e [p=-2/3

Portanto a superficie é cilindrica com retas geratrizes paralelas ao vetor V = (1/3,1,—2/3) e
com curva diretriz —3x? + 3y* = 27.

16



2.2 Superficies Conicas

Figura 33: Superficie conica

Uma superficie conica ¢ uma superficie que pode ser obtida quando uma reta se move
de maneira que sempre passa por uma curva fixa, chamada diretriz, e por um ponto fixo,
chamado vértice, nao situado no plano da geratriz.

Suponhamos que a curva diretriz da superficie conica S esteja no plano z = ¢ e tenha
equacao

flz,y) =0 (9)

e que o vértice esteja na origem O = (0,0,0). Seja P = (x,y,2) uma ponto qualquer de S
e P = (2/,y/,¢) o ponto da curva diretriz situado na reta que une P & origem. O ponto P

— —

pertence a S se, e somente se, o vetor OP é paralelo a OP’ e P’ é um ponto da curva diretriz,
ou seja,

OP=\OP e f(@',y) =0,
que é equivalente a
(z,y.2) = M,y ,c) e f(ay)=0.

Destas equagoes obtemos que A = z/¢, ©’ = cx/z e y = cy/z. Assim a equagao da superficie
conica § que tem curva diretriz no plano z = ¢ com equacgao (9) e vértice na origem é
cr ey
f(—,—=)=0.

z Z

Resultados andlogos sao obtidos se a curva diretriz esta situada nos planos y = b e x = a.

17



Proposicao 2.2. Considere uma superficie conica.

(a) Se a sua curva diretriz estd no plano z = ¢ com equag¢do

flz,y) =0
e o vértice estda na origem, entdo a sua equagao é
cr ¢y
—,—)=0.
e

(b) Se a sua curva diretriz estd no plano x = a com equag¢do

fly,2) =0

e o vértice estda na origem, entdo a sua equagao é

ay az

f(—,—)=0.

r X

(c) Se a sua curva diretriz estd no plano y =b com equagdo

f(z,z)=0
e o vértice estda na origem, entdo a sua equagao €
br bz
f(—,—)=0.
Yy

Figura 34: Superficie conica cuja curva diretriz é 22 — 2y = 0, z = 1.

18



Exemplo 2.3. Considere a parabola situada no plano z = 1 de equacgao

A equacao da superficie conica cuja curva diretriz é esta parabola e com vértice na origem
O = (0,0,0) é obtida trocando-se x por z/z e y por y/z na equacao acima. Ou seja,

(z/2)* = 2(y/2)-

ou
7 = 2yz.

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equacao
F(r,y,2) =0

¢ uma superficie conica com vértice na origem O = (0,0,0) se sempre que um ponto P =
(x,y,2) # (0,0,0) pertence a ela, entdo a reta que passa pela origem e por P estd contida na
superficie. Ou seja, se um ponto P = (x,y, z) # (0,0,0) satisfaz a equagao da superficie, entao
o ponto P’ = (Az, Ay, A\z) também satisfaz, para todo A € R.

z

Figura 35: Superficie conica de equacao a2 — y? + 422 = 0.

Exemplo 2.4. A superficie de equagao
2 — P+ 422 =0,

¢ uma superficie conica com vértice na origem O = (0,0, 0), pois se (z,y, z) satisfaz a equagao
acima, entdo também (Az, Ay, Az), para todo A € R. Fazendo z = 1 obtemos a curva diretriz
no plano z = 1 de equacao

z? —y?+1=0,

que ¢ uma hipérbole.
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2.3 Superficies de Revolugao

Figura 36: Superficie de revolugao em torno do eixo z

Uma superficie de revolugao ¢é uma superficie que pode ser obtida pela rotacao de uma
curva plana, chamada geratriz, em torno de uma reta fixa, chamada eixo (de revolugao),
no plano da referida curva. Cada ponto em cima da geratriz descreve uma circunferéncia em
torno do eixo. Esta circunferéncia é chamada paralelo da superficie e cada posicao da curva
geratriz é chamada secao meridiana.

Se o eixo de revolugao ¢ o eixo z e uma curva geratriz que esta situada no plano yz tem
equacao

fly,z) =0, (10)

entao o paralelo que tem altura igual a z é uma circunferéncia de raio dado por r = \/x2 + 2.
Por outro lado, um dos pares (r, z) ou (—r, z) satisfaz a equacao (10), pois o paralelo intercepta
o plano yz nos pontos P’ = (0,7,2) e P” = (0, —r,z). Assim o ponto P = (z,y, z) satisfaz a

equacao
f(Wz2+9y%,2)=0 ou f(—vV2?2+9y%2) =0 (11)

Se uma curva geratriz que estd situada no plano xz tem equacao

f(z,2) =0, (12)

entao o paralelo que tem altura igual a z é uma circunferéncia de raio dado por r = \/x2 + 2.
Por outro lado, um dos pares (r, z) ou (—r, z) satisfaz a equacao (12), pois o paralelo intercepta
o plano xz nos pontos (7,0, z) e (—r,0, z). Assim o ponto (x,y, z) satisfaz a equagao

f(WVa2+1y%2) =0 ou f(—va2+y%2)=0 (13)

Resultados andlogos sao obtidos quando o eixo de revolucao é o eixo x e 0 eixo y.
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Proposicao 2.3. Considere uma superficie de revolugao.

(a)

(b)

(c)

Se o seu eiro de revolugao € o eixo T e a curva geratriz estd situada no plano zz com
equagao f(x,z) =0, entdo a equagao da superficie é

fla, 22 +2%) =0

e se a curva geratriz estd situada no semiplano zy com equacio f(x,y) = 0, entdo a
equagdo da superficie €
fla, 2Vy?+2%) =0

Se o seu eiro de revolugao é o eixo y e a curva geratriz estd situada no plano yz com
equacao f(y,z) =0, entdo a equagdo da superficie é

fly,£vVa?+22) =0

e se a curva geratriz estd situada no plano zy com equagdo f(x,y) =0, entdo a equagdo

da superficie é

f(EVa2+22y)=0
Se o seu eizo de revolugcao é o eixo z e a curva geratriz estd situada no plano yz com
equacao f(y,z) =0, entdo a equagdo da superficie é

fEVa?+y?2) =0

e se a curva geratriz estd situada no plano zz com equacao f(x,z) =0, entao a equagao
da superficie é
f(EVa?+y?2) =0

Exemplo 2.5. (a) Considere a elipse situada no plano xz de equagao

ZL’Q 22
S tm=1

A equacao da superficie de revolucao gerada pela rotacao desta elipse em torno do eixo z
¢ obtida trocando-se x por ++/x2 + y? na equacao acima. Ou seja,

{L‘2 y2 2
eT@tr=h

que ¢é a equacao de um elipséide.

Considere a hipérbole situada no plano xz de equacao

2 2P

2 E T
A equacgao da superficie de revolucao gerada pela rotacao desta hipérbole em torno do
eixo z é obtida trocando-se x por /22 + y? na equagao acima. Ou seja,

1'2 y2 212

i ¥

a?  a? b2

que é a equacao de um hiperboléide de uma folha.
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Figura 37: Elipséide de revolugao em torno do eixo z
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Figura 38: Hiperboldide de uma folha de revolugao em torno do eixo z
(¢) Considere a hipérbole situada no plano xy de equacao

2 2
L
a b2

A equacao da superficie de revolugao gerada pela rotagao desta hipérbole em torno do
eixo y é obtida trocando-se x por £v/x% + 22 na equagao acima. Ou seja,

que é a equacao de um hiperboléide de duas folhas.

(d) Considere a parabola situada no plano xz de equagao
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Figura 39: Hiperboldide de duas folhas de revolucao em torno do eixo y

A equacao da superficie de revolucao gerada pela rotacao desta parabola em torno do
eixo z é obtida trocando-se x por /22 + y? na equacao acima. Ou seja,

.1‘2 y2

- 9

a’>  a?
que ¢é a equacao de um paraboldide eliptico.

z

A

Figura 40: Paraboldide eliptico de revolugao em torno do eixo z

(e) Considere a reta situada no plano xz de equagao

z = —.
a

A equacao da superficie de revolucao gerada pela rotacao desta reta em torno do eixo z
é obtida trocando-se x por ++/x2 + y? na equacao acima. Ou seja,

NGET:

a

z =
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que ¢é equivalente a equagao

que ¢ a equacao de um cone circular.

Figura 41: Cone eliptico de revolu¢ao em torno do eixo z

Consideremos o problema inverso, ou seja, uma superficie de equacao
F(z,y,2)=0

¢ uma superficie de revolucao em torno de um dos eixos coordenados se as intercessoes da su-
perficie com planos perpendiculares ao referido eixo sao circunferéncias com centros no referido
eixo.

Exemplo 2.6. A superficie de equacao

2% + y* = (cos(mz) — 3/2)?
¢ de uma superficie de revolucao, pois fazendo z = k obtemos a equacao de uma circunferéncia

2%+ y* = (cos(mk) — 3/2)?

Exemplo 2.7. (a) Um elipséide que tem dois dos seus parametros iguais é um elipséide de
revolucao. Por exemplo,

Yy 2
2T a=h
2 2 2

Yy z
_2+ﬁ+ﬁ_1’
2 2 2,’2
S )

sao equacoes de elipsdides de revolugao. O primeiro, em torno do eixo z, o segundo, em
torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.
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Figura 42: Superficie de revolugao em torno do eixo z de equacao =% + y* = (cos(wz) — 3/2)*

(b) O hiperboléide de uma folha que tem os parametros iguais associados aos termos de sinal
positivo é um hiperboléide uma folha de revolugao. Por exemplo,

513'2 y2 22_
@2te a™h
2 2 2

Y .
_—2+b_2+ﬁ_1’
$2 2 22
— y__|_ —17

sao equacoes de hiperboldides de uma folha de revolucao. O primeiro, em torno do eixo
z, o segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.

(¢) O hiperboldide de duas folhas que tem os parametros iguais associados aos termos de
sinal negativo é um hiperboléide duas folhas de revolucao. Por exemplo,

22y 2 ,
a> b b? ’
22 2 22

sao equacoes de hiperboldides de duas folhas de revolucao. O primeiro, em torno do eixo
z, o segundo, em torno do eixo x e o terceiro, em torno do eixo y.

(d) O cone circular de equagao

2 2
2 _ T Yy
=R T
a a

pode ser obtido pela rotagao da reta situada no plano xz de equagao z = 2 em torno do
eixo z.
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2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Exercicios Numéricos

Dadas as equacgoes da curva diretriz e um vetor paralelo as retas geratrizes determine a
equacao da superficie cilindrica

(a) y¥* =4z, 2=0e V = (1,-1,1) (c)2*>—y*=1,2=0eV =(0,2,-1)

(b) 22422 =1,y=0eV =(2,1,-1) (d) 422 +2°+42=0,y=0e V = (4,1,0)
Mostre que cada uma das equacoes representa uma superficie cilindrica e determine a
equacao da curva diretriz e um vetor paralelo as retas geratrizes

(a) 22+ 9>+ 222+ 202 —2yz =1 (c) 172%42y*+ 22 —8ry—6z2—2 =0

(b) 2 +y+522+2xz+4yz2—4=0 (d) zz4+2yz—1=0
Dadas as equagoes da curva diretriz determine a equacgao da superficie conica que tem
vértice na origem O = (0,0, 0).

(a) 22 +y*=4dez=2 (c)y=a*ez=2

(b) zz=1ley=1 (d) 22 — 422 =4ey=3
Mostre que cada uma das equacoes representa uma superficie conica com vértice na origem
O = (0,0,0) e determine a equacao de uma curva diretriz

(a) 2 —2y* + 422 =0 (c) 8y* —yz3 =0
(b) 423 — 2%y =0 (d) 2y +22+yz=0
Determine a equacao da superficie de revolucao gerada pela rotagao da curva dada em

torno do eixo especificado.
(a) 922 +4y* =36 e 2 =0 em torno do eixoy (¢) yz=1e 2 =0 em torno do eixo z

(b) 22 =222 +42 =06 ¢y =0 em torno do eixo x (d) z =¢€* e y =0 em torno do eixo z

Mostre que cada uma das equagoes representa uma superficie de revolugao e determine o
seu eixo de revolugao e a equacao de uma curva geratriz

(a) 2* +y? —28=0 (c) Yo —2%—22=0

(b) 22+ 22 =4 (d) a?y* + 2222 =1

Exercicios Teoricos

Mostre que conjunto dos pontos do espaco que satisfazem uma equacao da forma

flay) =0 ou flz,2)=0 ou fly,z)=0

representa uma superficie cilindrica que tem retas geratrizes paralelas ao eixo cuja variavel
nao aparece na equacao. Equacao esta que é também a equacgao da curva diretriz no plano
coordenado correspondente as varidveis que aparecem na equacao.

Mostre que a equac@o de uma superficie conica com vértice num ponto Py = (¢, yo, 20) €
curva diretriz situada no plano z = ¢ com equagao f(z,y) =0 é

C— 2

(x — o), Y0 +

cC— 2
zZ— 20 zZ— 20

f (1'0 + (y — yo)) = 0.
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3 Coordenadas Cilindricas Esféricas e Equacoes Pa-
ramétricas

3.1 Coordenadas Cilindricas

Figura 43: Coordenadas cilindricas e cartesianas de um ponto P no espago

Até agora vimos usando o chamado sistema de coordenadas cartesianas, em que um
ponto no espaco € localizado em relacao a trés retas fixas perpendiculares entre si. Vamos
definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coordenadas cilindricas
em que um ponto do espago ¢ localizado em relacdo a duas retas (usualmente o eixo z e o eixo
x do sistema cartesiano) e um ponto (usualmente a origem O do sistema cartesiano).

No sistema de coordenadas cilindricas um ponto no espaco ¢é localizado da seguinte forma.
Passa-se por P uma reta paralela ao eixo z. Seja P’ o ponto em que esta reta intercepta o
plano xy. Sejam (r, ) as coordenadas polares de P’ no plano xy. As coordenadas cilindricas do
ponto P sao as coordenadas polares de P’ juntamente com a terceira coordenada retangular,
z, de P e sdo escritas na forma (r, 6, z).

Segue facilmente as relagoes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas cilindricas.

Proposicao 3.1. Suponha que o polo e o eizo polar do sistema de coordenadas polares no
plano zy coincidem com a origem e o eizo = do sistema de coordenadas cartesianas no plano
zy, respectivamente. Entao a transformacdao entre os sistemas de coordenadas cilindricas e o
de coordenadas cartesianas podem ser realizadas pelas equacoes

x=rcosf e y=rsend

r= VAT,

T
cosf) = ————— ¢ senf = Y

se 2 +y% # 0.
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Exemplo 3.1. Vamos determinar a equagao em coordenadas cilindricas do paraboldide eliptico
de equagao
2’ +y? = d’.

Substituindo = por rcosf e y por sen obtemos

2 _ 2,

Figura 44: Paraboldide eliptico de equacao em coordenadas cilindricas r* = a“z

Exemplo 3.2. Vamos determinar a equacao em coordenadas cilindricas do paraboldide hi-
perbdlico de equacao
22 —y? = a’z.

Substituindo = por rcosf e y por senf obtemos

r?cos 20 = a?z.

Exemplo 3.3. Vamos determinar a equacao em coordenadas cartesianas da superficie cuja
equacao em coordenadas cilindricas é

r =asenb.
Multiplicando-se ambos os membros da equacao por r obtemos
r? = arsené.
Como r? = 22 + y? e rsen = y, entao obtemos
v’ +y’ = ay,

que ¢ a equacao de um cilindro gerado pela circunferéncia no plano xy de equagao em coorde-
nadas polares é r = asenf, ou seja, uma circunferéncia com raio a/2 e centro no ponto cujas
coordenadas cartesianas sao (0,a/2).
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Figura 46: Cilindro circular de equagao em coordenadas cilindricas r = asen 6

3.2 Coordenadas Esféricas

Vamos definir um outro sistema de coordenadas chamado de sistema de coordenadas
esféricas em que um ponto do espago é localizado em relacdo a duas retas (usualmente o eixo
z e 0 eixo x do sistema cartesiano) e um ponto (usualmente a origem O do sistema cartesiano).

No sistema de coordenadas esféricas um ponto no espaco € localizado da seguinte forma.
Passa-se por P uma reta paralela ao eixo z. Seja P’ o ponto em que esta reta intercepta o plano
xy. Seja 6 a segunda coordenada polar de P’ no plano xy. As coordenadas esféricas do ponto

P sdo a distancia de P a origem, r = dist(P, O), o angulo, ¢, entre os vetores OP e k= (0,0,1)
e a segunda coordenada polar de P’, 6. As coordenadas esféricas de um ponto P sdo escritas

na forma (r, ¢, 0).
Segue facilmente as relagoes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas esféricas.
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Figura 47: Coordenadas esféricas e cartesianas de um ponto P no espaco

Proposicao 3.2. Suponha que o polo e o eizo polar do sistema de coordenadas polares no
plano zy coincidem com a origem e o eizo = do sistema de coordenadas cartesianas no plano
zy, respectivamente. Entao a transformacao entre os sistemas de coordenadas esféricas e o de
coordenadas cartesianas podem ser realizadas pelas equagoes

r=rsen¢cost, y=rsengsenf e z=rcos¢

r = /x2+y2—|—z2, tan¢:{y/x’ 861‘7&0

/2, sex=0"

T
cos = —— ¢ senf = Y

se x? +y* # 0.

Exemplo 3.4. Vamos determinar a equagao em coordenadas esféricas do paraboldide eliptico
de equacao

? y2 =a’z.

Substituindo = por rsen ¢ cos@, y por rsen ¢senf e z por r cos ¢ obtemos

r?sen? ¢ = a® cos ¢.

Exemplo 3.5. Vamos determinar a equacao em coordenadas esféricas do paraboléide hi-
perbdlico de equagao
2? —y* = a’z.

Substituindo = por rsen ¢ cos@, y por rsen ¢senf e z por r cos ¢ obtemos

r? sen? ¢ cos 20 = a* cos ¢.
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Figura 48: Paraboldide eliptico de equacdo em coordenadas esféricas 72 sen? ¢ = a? cos ¢

Figura 49: Paraboléide hiperbdlico de equacao em coordenadas esféricas r?sen® ¢ cos20 =

a® cos ¢

Exemplo 3.6. Vamos determinar a equacao em coordenadas cartesianas da superficie cuja
equacao em coordenadas esféricas é
rsen¢ = a.

Elevando-se ao quadrado a equacao acima obtemos
r?sen? ¢ = a’.
Substituindo-se sen? ¢ por 1 — cos? ¢ obtemos
r? —r?cos? ¢ = a’.
Como r? = 22 + y? + 2% e r cos ¢ = z, entao obtemos
2’ + 2% = a?,

que é a equacao de um cilindro circular.
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Figura 50: Cilindro circular de equagao em coordenadas esféricas rsen ¢ = a
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3.3 Equacoes Paramétricas de Superficies

Seja
F(z,y,2) =0 (14)

a equacao de uma superficie S em coordenadas retangulares. Sejam z,y e y fungoes de um par
de varidveis (s,t) numa regiao, R, do plano, ou seja,

r= f(s,t), y=g(s,t) e z=h(st), paratodo (s,t) € R. (15)

Se para quaisquer valores do par de varidveis (s,t) numa regiao, R, do plano, os valores de
z,y e z determinados pelas equagoes (15) satisfazem (14), entao as equagoes (15) sdo chama-
das equacgoes paramétricas da superficie S e as varidveis independentes s e t sao cha-
madas pardmetros. Dizemos também que as equagoes (15) formam uma representagao
paramétrica da superficie S.

Figura 51: Esfera de equacao 2 + 3% + 22 = a?
Exemplo 3.7. Seja a um nimero real positivo fixo. A esfera de equacao
2?4y + 2% = d? (16)
pode ser representada parametricamente pelas equacoes
r=asenscost, y=asenssent e 2z =acoss (17)

para todo s € [0, 7] e para todo t € [0, 27]. Pois elevando ao quadrado cada uma das equagoes
(17) e somando os resultados obtemos
z? + y2 + 22 = a’sen®scos’t + a’sen® ssen’t + a® cos® s

= a’sen’ 3(0082 t + sen? t)+ a’cos? s = a’.

A esfera definida por (16) pode também ser representada parametricamente por
r=s, y=t e z=+Va?>—s>—1t2 (18)
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para todo par (s,t) pertencente ao circulo de raio a. Ou ainda por

r=s y=t e z=-—vVa*—s>—t2 (19)

para todo par (s,t) pertencente ao circulo de raio a. Apenas que com (18) obtemos somente a
parte de cima da esfera e com (19) obtemos somente a parte de baixo.
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Figura 52: Elipsoide

Exemplo 3.8. O elipsdide de equacao

$2 y2 22
2tpta=! (20)

pode ser representada parametricamente pelas equagoes
x=asenscost, y=bsenssent e z=ccoss (21)

para todo s € [0, 7] e para todo t € [0,2n]. Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a
primeira equagao em (21), elevando ao quadrado e dividindo por b* a segunda equacao em (21),

elevando ao quadrado e dividindo por b? a terceira equagao em (21) e somando os resultados
obtemos

_+ﬁ+_ = sen®scos’t+sen?ssen’t + cos’ s

= sen®s(cos’t +sen’t) + cos®s = 1.

Exemplo 3.9. O hiperboldide de uma folha de equacao

2T ! (22)



Figura 53: Hiperboldide de uma folha

pode ser representado parametricamente pelas equagoes
x =asecscost, y=bsecssent e z=ctans, (23)

para todo s € [0,27], s # 7/2,37/2 e para todo t € [0,2n]. Pois elevando ao quadrado
e dividindo por a? a primeira equagao em (23), elevando ao quadrado e dividindo por b* a
segunda equagao em (23), somando os resultados e subtraindo do quadrado da terceira equagao
em (23) dividida por ¢? obtemos

2 2 2
4L T = gec’scos’t +sec? ssen’t — tan’s
0/2 b2 C2

= sec?s(cos’t +sen?t) — tan?s = 1.

Usando as fungoes hiperbdlicas, o hiperboldide de uma folha definido por (22) pode, também,
ser representado parametricamente, por

x =acoshscost, y=bcoshssent e z=csenhs, (24)

para todo s € R e para todo t € [0,2n]. Pois elevando ao quadrado e dividindo por a? a
primeira equagao em (24), elevando ao quadrado e dividindo por b* a segunda equacao em (24),
somando os resultados e subtraindo do quadrado da terceira equacao em (24) dividida por c?
obtemos

2 2 2
4+ 2L 2 — cosh®s cos®t + cosh?s sen®t — senh? s
a2 b2 2

= cosh®s (cos?t +sen’t) — senh®s = 1.

Exemplo 3.10. O paraboldide eliptico de equacao



Figura 54: Paraboldide eliptico

pode ser representado parametricamente pelas equagoes
T =ascost, y=Dbssent e z=s (26)

para todo s € [0, +00) e para todo t € [0,27]. Pois elevando ao quadrado e dividindo por a?
a primeira equagiao em (26), elevando ao quadrado e dividindo por b* a segunda equagao em
(26), somando os resultados e subtraindo da terceira equagao em (26) obtemos

2 2

o Y

—2+——z = s2cos?t+ s?sen’t — s?
a

= s%(cos®t +sen’t) — s? = 0.

3.4 Equacoes Paramétricas de Curvas no Espacgo

Ja estudamos a representacao paramétrica de uma curva no plano. Este conceito pode ser
estendido a curvas no espaco. Sejam z,y e z fungoes de uma variavel ¢ em um subconjunto, Z,
do conjunto dos ntimeros reais, R, ou seja,

r=f(t), y=g(t) e z=h(t), paratodotec. (27)

Quando ¢ assume todos os valores em Z, o ponto P(t) = (f(t), g(t), g(t)) = f(t)i+g(t)]+h(t)k
descreve uma curva C no espaco. As equagoes (27) sao chamadas equagbes paramétricas
de C. A representacao paramétrica de curvas no espago também tem um papel importante no
tracado de curvas pelo computador. Ja vimos um exemplo de representagao paramétrica de
curvas no espaco quando estudamos a reta no espago.

Exemplo 3.11. Considere a curva parametrizada por
r=acost, y=bsent e z=ct, paratodotecR.

Vamos eliminar £ nas duas primeiras equacoes. Para isso elevamos ao quadrado as duas pri-
meiras equacoes, dividimos a primeira por a2, a segunda por b? e somamos obtendo

[L'2 y2

a?  a?

=1

Portanto a curva esta contida em um cilindro eliptico. Esta curva é chamada hélice.
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Figura 55: Hélice

Exemplo 3.12. Vamos determinar uma parametrizagao para a curva obtida da intersecao do
cone de equacdo z2 + 32 = 2% com o plano y — z = v/2. Uma parametrizacio para o cone é

T =scost, y=ssent e z=Ss.

Vamos usar a equagao do plano para eliminar s na parametrizacao do cone. Substituindo-se a
parametrizacao do cone na equacao do plano obtemos

ssent — s = \/5
Assim,
_ V2
Csent—1
Portanto,

ﬂcost B \/ﬁsent \/5

= = e 2= ———
sent — 1’ y sent — 1 sent — 1

¢ uma parametrizacao para a curva.
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3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

Figura 56: Curva obtida pelo corte do cone z2 4+ y? = 22 pelo plano y — z = /2

Exercicios Numéricos

Encontre uma equacao em coordenadas cilindricas da superficie cuja equagao em coorde-
nadas cartesianas é dada

(a) 2> +y? + 422 =16 (c) 22 —y? =322

(b) 22 —y* =9 (d) 22 +y* =22

Encontre uma equagao em coordenadas esféricas da superficie cuja equacao em coorde-
nadas cartesianas é dada

(a) 2*+y*+22=9z (c) 224+ y*=9

(b) 2% +y* =22 (d) 22 +y* =22

Encontre uma equacao em coordenadas cartesianas da superficie cuja equacao em coor-
denadas cilindricas é dada

(a) r=4 (c) r?cos20 = 23

(b) r=3cosf (d) z%senf =13
Encontre uma equacao em coordenadas cartesianas da superficie cuja equacao em coor-
denadas esféricas é dada

(a) o =7/4 (¢) r=2tan6
(b) r=9sec¢ (d) r==6sen¢send + 3cos ¢
Determine representagoes paramétricas para as seguintes superficies:
2?2y 2 ) ,
a) —— +5——=1 x
(2) a? b 2 (c) =4 v
2y a2 12

Mostre que a cibica retorcida
T =1, y:t2 e z=1t3

estd contida no cilindro de equacao y = 2.
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3.7. Mostre que a hélice conica
x=1tcost, y=tsent e z=1

estd contida no cone de equacao z? = x? + y>.

3.8. Determine uma parametrizacao para a curva obtida da intersecao do cilindro de equacao
2?2+ 4% =1 com o plano y + z = 2
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