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Definicao 1. Uma operagao elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das

seguintes operacoes:
(a) Trocar a posigao de duas linhas da matriz;
(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(¢) Somar a uma linha da matriz um multiplo escalar de outra linha.

Definicao 2. Uma matriz A = (a;j)mxn € equivalente por linhas a uma matriz B =
(bij)mxn, se B pode ser obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operacgoes elementares

sobre as suas linhas.
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A relacao “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades.

Teorema 1. (a) Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);
(b) Se A € equivalente por linhas a B, entao B € equivalente por linhas a A (simetria);

(¢c) Se A € equivalente por linhas a B e B ¢é equivalente por linhas a C, entio A €

equivalente por linhas a C (transitividade).

Demonstrag¢ao. (a) Basta multiplicar qualquer linha da matriz por um escalar igual

al.

(b) Cada operacao elementar e tem uma operacao elementar inversa e ! do mesmo tipo
que desfaz o que a anterior fez (verifique!). Se aplicando-se as operagoes e, ..., € na
matriz A chegamos a matriz B, entao aplicando-se as operagoes inversas e,:l, et

a matriz B chegamos a matriz A.

(c) Se aplicando-se as operagoes elementares e, . . . , ex chegamos de A em B e aplicando-
se as operagoes €xy1, ..., e chegamos de B em C, entao aplicando-se as operagoes
e1,...,e chegamos de A em C.

U]

Definicao 3. Uma matriz elementar n x n é uma matriz obtida da matriz identidade

I,, aplicando-se uma, e somente uma, operacao elementar.

Vamos denotar por E;; a matriz elementar obtida trocando-se a linha 7 com a linha

j da matriz I,,, E;(«) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz I,
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pelo escalar o # 0 e E; j(a) a matriz elementar obtida da matriz I,,, somando-se a linha

J, a vezes a linha i.
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Exemplo 1. As matrizes seguintes sao as matrizes elementares 2 x 2:
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As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes F; como
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Aplicar uma operacao elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz

a esquerda por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 2. Sejam E uma matriz elementar m X m e A uma matriz qualquer m X n.

Entao, EA € igual a matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operacao elementar

que originou E .

Demonstracao. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a B;A,

em que B; é a i-ésima linha da matriz B (Exercicio 1.1.16 (b) na pégina 25 de [1]) e
E!A = A;, em que A; é alinha i da matriz A (Exercicio 1.1.14 (b) na pégina 22 de [1]),

entao:
Ei,jA =
71—
El"j(Oé)A =
j—)

R
i~| &
5,
L E{_
i— a;}?f
5,
Et ]
r
B —|—:ozEf
5,

- BA
EiA

ElA

BA
- EA

aE!A

L EnpA
EtA
E!A

EiA+aEjA

Ef A

m

—1

—J

Ay

A

J

—1

—J

—1

—J

0l

Unicidade da Forma Escalonada Reduzida

10 de maio de 2004



Assim, aplicar uma seqiiéncia de operacoes elementares em uma matriz, corresponde

a multiplicar a matriz a esquerda por um produto de matrizes elementares.

Proposicao 3. Sejam A e B matrizes m X n equivalentes por linhas. Sejam Ay, ..., A,
as colunas 1,...,n, respectivamente, da matriz A e B1,..., B, as colunas 1,...,n, res-
pectivamente, da matriz B. Se existem escalares o, ..., a;, tais que

Ap = ajyAj + -+ a Ay,

entao

By, ahB ot ajkBjk7

Demonstracao. Se B é equivalente por linhas a A, entdao B pode ser obtida de A
aplicando-se uma seqiiéncia de operagoes elementares. Aplicar uma operacao elementar
a uma matriz corresponde a multiplicar a matriz a esquerda por uma matriz invertivel
(Teorema 2 na pagina 4). Seja M o produto das matrizes invertiveis correspondentes
as operacoes elementares aplicadas na matriz A para se obter a matriz B. Entao M é
invertivel e B = M A.

Sejam «j,, ..., a;, escalares tais que

A = a; Aj + -+, A,
entao multiplicando-se a esquerda pela matriz M obtemos

MA, =o; MAj + -+ a; MA;,.
Como MA; = Bj, para j =1,...,n (Exercicio 1.1.16 (a) na pagina 25 de [1]), entao

By, ahB +"'+O‘jkBjk'

0l
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Teorema 4. Se R = (7i)mxn € S = (Sij)mxn SG0 matrizes escalonadas reduzidas

equivalentes por linhas a uma matriz A = (@ij)mxn, entio R = S.

Demonstracao. Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Sejam
Ry,...,R, as colunas de R e Sy,...,S, as colunas de S. Seja r o nimero de linhas
nao nulas de R. Sejam ji,...,J, as colunas onde ocorrem os pivos das linhas 1,...,7r,
respectivamente, da matriz R. Pelo Teorema 1 na pagina 2, R e S sao equivalentes por
linha, ou seja, existe uma seqiiéncia de operacoes elementares que podemos aplicar em R
para chegar a S e uma outra seqiiéncia de operacoes elementares que podemos aplicar a
S e chegar a R.

Assim, como as colunas 1,...,7; — 1 de R sao nulas o mesmo vale para as colunas
1,...,71 — 1 de S. Logo o pivo da 1% linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a
Ji. Trocando-se R por S e usando este argumento chegamos a conclusao que R;, = 5;, e
assim Ry = S1,..., R, =95,

Vamos supor que R; = S51,..., R;, = 5, e vamos mostrar que

Rjk-‘rl = Sjk+l> s 7R

e = 9 se k <1 ou

k417
Rjr—i-l = Sjr—&-l, e ,Rn = Sn, se k=r.

Observe que para j = jr+1,...,Jks1—1,se k <r,ouparaj=7.+1,...,n,sek=r,
temos que
Rj = (le,...,rkj,o,...,()) :lele +...—|—Tijjk,

o que implica pela Proposicao 3 que
S; =1r1;5;, + ...+ 15,
Mas por hipétese R;, = 5;,,..., R, = Sj,, entao,
S;=nri,R;, +...+ 1R, = R,

para j =jr+1,...,0ke1 — 1, se k <rouparaj=j.+1,...,n,se k=r.
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Logo, se k < r, o pivd da (k 4 1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior ou igual
a jg+1- ITrocando-se R por S e usando o argumento anterior chegamos a conclusao que
Ry, =8j,,., eassim Ry =5;,...,R; =5;. Esek=r,entao Ry = 51,...,R, = S,.

Portanto R = S. O

k+1
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