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Definição 1. Uma operação elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das

seguintes operações:

(a) Trocar a posição de duas linhas da matriz;

(b) Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

(c) Somar a uma linha da matriz um múltiplo escalar de outra linha.

Definição 2. Uma matriz A = (aij)m×n é equivalente por linhas a uma matriz B =

(bij)m×n, se B pode ser obtida de A aplicando-se uma seqüência de operações elementares

sobre as suas linhas.
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A relação “ser equivalente por linhas” satisfaz as seguintes propriedades.

Teorema 1. (a) Toda matriz é equivalente por linhas a ela mesma (reflexividade);

(b) Se A é equivalente por linhas a B, então B é equivalente por linhas a A (simetria);

(c) Se A é equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, então A é

equivalente por linhas a C (transitividade).

Demonstração. (a) Basta multiplicar qualquer linha da matriz por um escalar igual

a 1.

(b) Cada operação elementar e tem uma operação elementar inversa e−1 do mesmo tipo

que desfaz o que a anterior fez (verifique!). Se aplicando-se as operações e1, . . . , ek na

matriz A chegamos a matriz B, então aplicando-se as operações inversas e−1

k , . . . , e−1

1

à matriz B chegamos à matriz A.

(c) Se aplicando-se as operações elementares e1, . . . , ek chegamos de A em B e aplicando-

se as operações ek+1, . . . , el chegamos de B em C, então aplicando-se as operações

e1, . . . , el chegamos de A em C.

Definição 3. Uma matriz elementar n× n é uma matriz obtida da matriz identidade

In aplicando-se uma, e somente uma, operação elementar.

Vamos denotar por Eij a matriz elementar obtida trocando-se a linha i com a linha

j da matriz In, Ei(α) a matriz elementar obtida multiplicando-se a linha i da matriz In
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pelo escalar α 6= 0 e Ei,j(α) a matriz elementar obtida da matriz In, somando-se à linha

j, α vezes a linha i.

Ei,j =
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Exemplo 1. As matrizes seguintes são as matrizes elementares 2× 2:

E1,2 = E2,1 =

[

0 1
1 0

]

, E1(α) =

[

α 0
0 1

]

, E2(α) =

[

1 0
0 α

]

, com α 6= 0,

E1,2(α) =

[

1 0
α 1

]

e E2,1(α) =

[

1 α

0 1

]

.

Sejam E1 =
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matrizes m× 1.

As matrizes elementares podem ser escritas em termos das matrizes Ei como

Ei,j =
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Aplicar uma operação elementar em uma matriz, corresponde a multiplicar a matriz

à esquerda por uma matriz elementar, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 2. Sejam E uma matriz elementar m × m e A uma matriz qualquer m × n.

Então, EA é igual à matriz obtida aplicando-se na matriz A a mesma operação elementar

que originou E.

Demonstração. Como a i-ésima linha de um produto de matrizes BA é igual a BiA,

em que Bi é a i-ésima linha da matriz B (Exerćıcio 1.1.16 (b) na página 25 de [1]) e

Et
iA = Ai, em que Ai é a linha i da matriz A (Exerćıcio 1.1.14 (b) na página 22 de [1]),

então:

Ei,jA =
i→
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Ei(α)A = i→
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Assim, aplicar uma seqüência de operações elementares em uma matriz, corresponde

a multiplicar a matriz à esquerda por um produto de matrizes elementares.

Proposição 3. Sejam A e B matrizes m× n equivalentes por linhas. Sejam A1, . . . , An

as colunas 1, . . . , n, respectivamente, da matriz A e B1, . . . , Bn as colunas 1, . . . , n, res-

pectivamente, da matriz B. Se existem escalares αj1 , . . . , αjk
tais que

Ak = αj1Aj1 + · · ·+ αjk
Ajk

,

então

Bk = αj1Bj1 + · · ·+ αjk
Bjk

,

Demonstração. Se B é equivalente por linhas a A, então B pode ser obtida de A

aplicando-se uma seqüência de operações elementares. Aplicar uma operação elementar

a uma matriz corresponde a multiplicar a matriz à esquerda por uma matriz invert́ıvel

(Teorema 2 na página 4). Seja M o produto das matrizes invert́ıveis correspondentes

às operações elementares aplicadas na matriz A para se obter a matriz B. Então M é

invert́ıvel e B = MA.

Sejam αj1 , . . . , αjk
escalares tais que

Ak = αj1Aj1 + · · ·+ αjk
Ajk

,

então multiplicando-se à esquerda pela matriz M obtemos

MAk = αj1MAj1 + · · ·+ αjk
MAjk

.

Como MAj = Bj, para j = 1, . . . , n (Exerćıcio 1.1.16 (a) na página 25 de [1]), então

Bk = αj1Bj1 + · · ·+ αjk
Bjk

.
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Teorema 4. Se R = (rij)m×n e S = (sij)m×n são matrizes escalonadas reduzidas

equivalentes por linhas a uma matriz A = (aij)m×n, então R = S.

Demonstração. Sejam S e R matrizes escalonadas reduzidas equivalentes a A. Sejam

R1, . . . , Rn as colunas de R e S1, . . . , Sn as colunas de S. Seja r o número de linhas

não nulas de R. Sejam j1, . . . , jr as colunas onde ocorrem os pivôs das linhas 1, . . . , r,

respectivamente, da matriz R. Pelo Teorema 1 na página 2, R e S são equivalentes por

linha, ou seja, existe uma seqüência de operações elementares que podemos aplicar em R

para chegar a S e uma outra seqüência de operações elementares que podemos aplicar a

S e chegar a R.

Assim, como as colunas 1, . . . , j1 − 1 de R são nulas o mesmo vale para as colunas

1, . . . , j1 − 1 de S. Logo o pivô da 1a. linha de S ocorre numa coluna maior ou igual a

j1. Trocando-se R por S e usando este argumento chegamos a conclusão que Rj1 = Sj1 e

assim R1 = S1, . . . , Rj1 = Sj1 .

Vamos supor que R1 = S1, . . . , Rjk
= Sjk

e vamos mostrar que

Rjk+1 = Sjk+1, . . . , Rjk+1
= Sjk+1

, se k < r ou

Rjr+1 = Sjr+1, . . . , Rn = Sn, se k = r.

Observe que para j = jk +1, . . . , jk+1−1, se k < r, ou para j = jr +1, . . . , n, se k = r,

temos que

Rj = (r1j, . . . , rkj, 0, . . . , 0) = r1jRj1 + . . .+ rkjRjk
,

o que implica pela Proposição 3 que

Sj = r1jSj1 + . . .+ rkjSjk
.

Mas por hipótese Rj1 = Sj1 , . . . , Rjk
= Sjk

, então,

Sj = r1jRj1 + . . .+ rkjRjk
= Rj,

para j = jk + 1, . . . , jk+1 − 1, se k < r ou para j = jr + 1, . . . , n, se k = r.
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Logo, se k < r, o pivô da (k+1)-ésima linha de S ocorre numa coluna maior ou igual

a jk+1. Trocando-se R por S e usando o argumento anterior chegamos a conclusão que

Rjk+1
= Sjk+1

e assim R1 = S1, . . . , Rjr
= Sjr

. E se k = r, então R1 = S1, . . . , Rn = Sn.

Portanto R = S.
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